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Abstract—The class of problems of covering a given area with a set of geometric objects of a given shape is considered. To formalize the tasks, the concept of configuration space is used, the generalized variables of which are metrical and placement parameters that define the sizes and position of objects in space. A mathematical model of the problem as a nonlinear optimization problem is constructed and its properties are investigated. The practical applications of the problem of maximum coverage are described. 
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I. Introduction 
The maximum coverage problems have a wide range of scientific and technical applications, in particular in the design of telecommunication systems, in pattern recognition, in robotics, in fire safety systems, irrigation, in airspace surveillance systems, etc.

Informally, the problem of optimal coverage of a region is as follows. There is the set of geometric objects 
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 is called a coverage region, and the objects 
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 are called covering ones. Hereinafter we introduce the notations 
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. It is required to determine the location of the covering objects so that they cover the maximum possible area of coverage region. In particular, we have the classical problem of geometric coverage, when each point of the region 
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 must belong to at least one of the covering object
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. There are some 
publications devoted to solving the specified class of coverage problems [1-5].
Studies related to the transformation of geometric information are reflected in the theory of geometric design, the founder of which is  Yu.G.Stoyan [6]. The main concepts of the theory of geometric design are most fully reflected in the monograph [7]. This paper continues these studies and aims to address the issues of formalizing the maximum coverage problem, building its mathematical model and studying its properties.
II. Configuration Space of System of Geometric Objects 
To formalize the problem of maximum coverage of region, we use the concept of the configuration space of geometric objects, introduced in [8,9].     В общем случае конфигурационное пространство определяется совокупностью обобщенных переменных, задающих расположение в пространстве некоторой системы и ее частей как относительно друг друга, так и относительно заданной системы отсчета [10,11]. При этом под конфигурацией понимается отображение 
[image: image8.wmf]x

[image: image10.wmf]S

 некоторого исходного множества [image: image12.wmf]W

 элементов произвольной природы в абстрактное множество  определенной структуры при выполнении заданного набора ограничений 
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Конфигурационное пространство геометрических объектов основывается на формализации понятия геометрической информации. Геометрическая информация 
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 включает в себя: пространственную форму  объекта[image: image23.wmf]{
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,  его метрические параметры  [image: image25.wmf]{
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 и параметры размещения [7]. 
Будем задавать пространственную форму 
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геометрического объекта уравнением его границы.  В дальнейшем ограничимся рассмотрением 
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 объектов и  положим 
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. В общем случае уравнение границы  
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  объекта 
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содержит константы
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, которые характеризуют его метрические свойства ( размеры) , т.е.  
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     Предположим, что функция
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 определена и непрерывна всюду на
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где    
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   соответственно  топологическая внутренность и замыкание  объекта 
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 назовем метрическими  параметрами пространственной формы объекта
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     Свяжем с объектом
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 собственную систему координат, начало которой назовем полюсом объекта. При аффинных преобразованиях движения объекта меняется  положение его собственной системы координат относительно некоторой неподвижной системы координат пространства 
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. Для характеристики такого положения зададим так называемые параметры размещения 
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 - вектор координат полюса объекта в неподвижной системе координат, а 
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 - вектор угловых параметров, определяющих взаимное расположение осей собственной и неподвижной систем координат. Если 
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     Положение объекта
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 относительно неподвижной системы координат 
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 задается так называемым уравнением общего положения
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где 
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- ортогональный оператор, выраженный через угловые параметры 
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     Сформируем конфигурационное пространство 
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 объекта,
 выбрав в качестве обобщенных переменных метрические параметры  [image: image67.wmf]1
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[image: image68.wmf]g=gg

1n11

(,...,)(,p)(,...,,p,...,p)

ab

mmm

==

[image: image70.wmf]Ξ

(S)

 конфигурационного пространства будет определять параметризованный геометрический объект 
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     Пусть 
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- исходное множество геометрических объектов, а . - множество возможных их пространственных форм
     С помощью теоретико-множественных операций  сформируем сложный геометрический объект 
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При этом объекты 
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 назовем базовыми, а оператор  
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 задает структуру сложного объекта. 
     Осуществим параметризацию объектов 
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 и параметры размещения . Тогда уравнение его границы запишется как
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Уравнения общего положения объектов 
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,  в неподвижной системе координат 
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III. Maximum Coverage Problem
Рассмотрим конфигурационные пространства 
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будет соответствовать параметризованый геометрический объект . Сформируем конфигурационное пространство 
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с обобщенными переменными 
[image: image126.wmf]g=gg

1n

(,...,)

.

Тогда сложному объекту 
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Определение 1 [9]. Отображение 
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 множества геометрических объектов[image: image135.wmf]Σ)
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, задает пространственную конфигурацию геометрических объектов .
В общем случае пространственная конфигурация объектов 
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 должна удовлетворять системе ограничений [image: image145.wmf]gg
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Обозначим 
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 конфигурационное пространство объекта 
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Введем понятие пространственной конфигурации покрытия. Для формирования системы ограничений 
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 зададим на множестве объектов из   бинарные отношения:
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Зададим структуру сложного объекта 
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которому в конфигурационном пространстве 
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Определение 2. Отображение 
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 задает конфигурацию покрытия (covering configuration), если .
Можно предложить также следующее эквивалентное определение.

Определение 3. Отображение 
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Рассмотрим сложный объект, структура которого задается выражением (1). В конфигурационном пространстве  
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Для определения конфигурации максимального покрытия зафиксируем значения обобщенных переменных
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 измеримы по Лебегу. Введем функцию
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Определение 4. Отображение 
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 задает конфигурацию максимального покрытия, если функция  достигает своего максимального значения на множестве всех допустимых значений обобщенных переменных
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     Функция 
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-функцией, соответствующей сложному объекту, имеющего структуру (1). Свойства указанного класса функций описаны в [7].
Note, the use of Lebesgue measure for the formalization of coverage problems will be correct if we assume that the coverage condition must be satisfied almost everywhere, i.e. for all points of the coverage area, except for the set of zero measure.
     Зададим структуру сложного объекта как
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 Нетрудно видеть, что при фиксированных обобщенных переменных 
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Таким образом, если существует покрытие области 
[image: image207.wmf]0

)

0

(

Sg

*

совокупностью покрывающих объектов, то максимальное значение
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     В общем случае для определения конфигурации максимального покрытия области можно предложить различные критерии качества, вытекающие из практической постановки задачи. По своей математической постановке задача (2) является задачей нелинейной, как правило, недифференцируемой  оптимизации. Вид целевой функции при этом определяется конкретным выбором обобщенных переменных, участвующих в задании уравнений границ покрывающих объектов и области покрытия. В зависимости  от свойств оптимизационной задачи (2) можно предложить эффективные методы ее решения, в частности  [13].
IV. Sinulation and Numerical Results
     As a practical application of these results, let us consider the following task of providing fire safety to the settlements [14].  It is necessary to find the maximum coverage of a city or a new district joining the city, circular normed zones of protection of fire depots, providing a standardized level of citizens' security. Fire regulations in city planning decisions when designing and updating city districts use the specified boundary values ​​of the radii of service of fire depots. The service radii is calculated on the basis of the ability of the fire safety systems to fulfill the tasks assigned to it, the maximum number of simultaneously occurring fires and the average number of simultaneously occupied fire departments of the garrison of the fire protection of the city. It is clear that the task in view can be formulated as of maximum coverage of a area by a  circles of given radii.
     Fig. 1 shows the result of coverage of the Kharkiv region with 
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Fig. 1. Covering the region with circles
     The solution of maximum coverage problem of this area with
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 is illustrated in Fig.2.
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Fig. 2. Maximum area coverage with circles of various radii
CONCLUSIONS

As a result of the study, a new approach to the formalization of the maximum coverage problem was proposed, its mathematical model was constructed, and possible solutions were indicated. Depending on a given criterion for the quality of the coating, various geometric and physical constraints, the range of tasks solved using the proposed approach can be significantly expanded. It seems important to build an informational and analytical model of the problem using an object-oriented approach. A certain groundwork in this direction was made in papers [15], [16]. It seems  promising to consider the metric parameters of objects as variables by analogy with [17]. The selection of a discrete structure in continuous covering problems will make it possible to use Euclidean combinatorial optimization methods to their formalization and solving [18], [19].
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