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ПРУЖИННИЙ МАЯТНИК ЯК МЕХАНІЧНА МОДЕЛЬ ДОСЛІДЖЕННЯ 

ДЕКІЛЬКОХ НЕЛІНІЙНО ЗВ'ЯЗАНИХ СИСТЕМ 

 

Шевченко С. М. 

асистент 

Національний університет цивільного захисту України  

 

Вступ. Розглянуто підхід до розв'язання класу задач, коли в рамках 

певної динамічної системи її нелінійно зв'язані коливальні компоненти можуть 

обмінюватися енергією між собою. У таких роботах досліджуються питання 

залежності дійства обміну енергією від параметрів керування системою. 

Проблема полягає в тому, щоб визначити загальну енергію системи й 

правильно оцінити енергетичні величини в часі, а також їх зв'язок для кожного 

з компонентів. 

Для ілюстрації такого підходу використовують двовимірний пружинний 

маятник як механічну модель дослідження декількох нелінійно зв'язаних 

систем. Двовимірний пружинний маятник в ідеалізованому вигляді складається 

з «точкового» вантажу маси m, прикріпленого до кінця невагомої пружини 

жорсткістю k і довжиною h у ненавантаженому стані. Інший кінець пружини 

закріплений нерухомо. Утворена в такий спосіб коливальна система має 

рухатися тільки у вертикальній площині, при цьому зберігаючи вісь пружини 

прямолінійною. Точковий вантаж одночасно приймає участь у двох видах 

коливань: подібних пружині – коли переміщається вздовж прямолінійної осі 

пружини, і подібних маятнику – коли здійснює коливання сумісно з її віссю. 

Такий різновид коливальної системи в літературі одержав назву хитної 

пружини (swinging spring). 

Мета роботи. За допомогою хитної пружини наочно проілюструвати 

обмін енергіями між поперечними (маятниковими) і поздовжніми 

(пружинними) коливаннями. При цьому повинен враховуватися також вплив 

початкових умов ініціювання коливань.  
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Методи досліджень. Особливе значення має дослідження умови 

виникнення стану резонансу хитної пружини. Тобто коли частота поздовжніх 

коливань відрізнятиметься в кратну кількість разів від частоти поперечних 

коливань. Крім розповсюдженого "класичного" випадку (резонансу 2:1) 

доцільно розв’язувати задачі з іншими значеннями відношення частот. 

Наприклад, виникає необхідність побудувати траєкторії руху вантажу для 

випадків таких резонансів: 2:1, 7:3, 9:4, 11:2 та інших. Знайдені геометричні 

форми траєкторії руху вантажу хитної пружини з заданими параметрами 

допоможуть визначити характеристики розв'язку обраної задачі.  

Відома велика кількість можливих впроваджень на базі застосування ідеї 

коливань хитної пружини. Значна частка з цього переліку має безпосереднє 

відношення до порушення стійкості й керованості літаків або швидкохідних 

кораблів в процесі їх руху. При розрахунках переміщення динамічної системи у 

просторі (корабля або літака) необхідно враховувати обмін енергією між 

поперечними і шляховими (подовжніми) коливаннями як компонентами 

системи. В більшості випадків частоти цих коливань приймають як 

співвідношення 2:1. Але для ретельніших досліджень доцільно розглядати інші 

відношення частот. Особливо це стосується досліджень динаміки коливань 

літаків типу «голландський крок»» (Dutch roll). Такі коливання виникають у 

випадку великої поперечної стійкості літака в порівнянні з малою шляховою 

стійкістю. Тоді бічний рух літака характеризуватиметься взаємозалежними 

коливаннями за креном і ковзанням. Причому, коливання за ковзанням 

відстають по фазі від коливань за креном, що пов'язано зі слабкою шляховою й 

надмірною поперечною стійкістю. Крен літака є причиною виникнення 

ковзання літака, усунення якого відбувається із запізнюванням через слабку 

шляхову стійкість. Ковзання, яке при цьому виникає, провокує необхідність 

аварійного крену літака в протилежну сторону через підвищену поперечну 

стійкість, і процес повторюється. Для гасіння коливань на літаках 

застосовуються демпфери нишпорення, розрахунок яких доцільно виконувати 

із залученням поняття перекачування енергій хитної пружини у стані 

https://en.wikipedia.org/wiki/Dutch_roll
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резонансу. 

Зрозуміло, що стан резонансу хитної пружини має відбуватися при певній 

комбінації значень параметрів хитної пружини. У тривіальному випадку - коли 

період вертикальних коливань буде приблизно вдвічі меншим за період 

горизонтальних коливань: 2 ,Y XT T де 2 ,X

m
T

k
   2 .Y

h
T

g
  Тут m – маса 

вантажу, k – жорсткість пружини, h – довжина пружини у ненавантаженому 

стані, g – прискорення земного тяжіння. Але на стан резонансу хитної пружини 

ще мають впливати і початкові значення параметрів ініціювання коливань. В 

цьому можна переконатися, якщо стан резонансу інтерпретувати за допомогою 

траєкторії руху вантажу хитної пружини. Зазначимо – іноді і періодичної, 

знайденої серед можливих траєкторій руху. Для її знаходження необхідно 

розробити універсальний спосіб синтезу множини траєкторій залежно від 

параметрів хитної пружини, а такою, що важливо, від параметрів ініціювання її 

коливань. І увагу слід зосередити на випадках, коли траєкторіями будуть 

періодичні криві.  

Зважаючи на наведене, доцільними будуть дослідження, спрямовані на 

геометричне моделювання траєкторій руху вантажу хитної пружини, які 

відповідатимуть умовам заданого типу резонансу. Тобто умовам, коли частота 

вертикальних коливань "точкової" маси на хитній пружині буде в кратну 

кількість раз більшою за частоту горизонтальних коливань і буде врахована 

максимальна кількість параметрів коливання хитної пружини. 

Результати і обговорення. В доповіді наведено спосіб побудови 

траєкторії руху вантажу хитної пружини, яка відповідатиме заданому 

відношенню частот поздовжніх і поперечних коливань. Для цього, крім 

основних параметрів (маси вантажу, жорсткості пружини та її довжини в 

ненавантаженому стані), ще залучаються початкові значення параметрів 

ініціювання коливань. А саме, «стартові» координати положення вантажу, та 

початкові швидкості рухів вантажу в напрямку координатних осей. Розглянуто 

приклади побудови траєкторій руху вантажу для випадків резонансів типу 2:1, 
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7:3, 9:4 і 11:2. Одержані результати проілюстровано комп'ютерними анімаціями 

коливань відповідних хитних пружин для різних випадків резонансу. 

Ідею використання хитних пружин у якості механічної моделі доцільно 

розвивати для аналізу сучасних технологічних процесів як динамічних систем. 

Ці системи можуть складатися з нелінійно зв'язаних коливальних компонентів, 

які обмінюються енергією між собою. Коливання хитної пружини доцільно 

розглядати у сукупності з геометричним компонентом – траєкторією руху її 

вантажу. У результаті чого з'явилася можливість характеризувати резонанс 

коливання хитної пружини за допомогою періодичних траєкторій, виділених з 

можливих рухів під час коливань вантажу хитної пружини. Причому, для 

синтезу траєкторії необхідно використовувати не лише головні параметри 

хитної пружини, але й параметри початкових умов ініціювання коливань. Адже 

в цьому випадку найбільш ефективно відбувається кутове розгойдування 

хитної пружини за рахунок енергії цієї пружини. Розвиток випадкового 

поперечного збурення проходитиме до фіксованого значення амплітуди, 

оскільки запаси енергії пружини є вичерпними. Після досягнення такої 

амплітуди в ході коливань хитної пружини знову відбувається розтягування 

(або стискання) пружини.  

Також відомий феноменологічний спосіб побудови контуру 

вертикального перетину поверхні рідини у ємності, яка коливається завдяки 

руху цієї ємності. Зазначені контури називають хвилями Фарадея. Спосіб 

оснований на механічній «маятниковій» аналогії процесу коливання рідини. А 

саме, хвилі Фарадея інтерпретуються як траєкторії руху вантажу 

математичного маятника (не пружини), підвішеного до рухомого візка. 

Обговорюються питання складання формул, які б наближено пов’язали 

параметри рідини з параметрами маятника під візком. Базуючись на ідеї цього 

прикладу розглянемо наступне.  

У якості гіпотези сформулюємо передумову використання моделі хитної 

пружини. Для відшукання розв'язку розглянутого класу задачі необхідно в її 

постановці визначити дві (як приклад) нелінійно зв'язані коливальні 
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компоненти, які обмінюються енергією між собою. Далі слід визначити головні 

параметри системи (які суттєво впливають на розв’язок), та поставити їх у 

відповідність параметрам хитної пружини - її жорсткості, довжині у 

ненавантаженому стані та масі вантажу. А також параметрам, які визначають 

початкові умови коливань хитної пружини - початковому куту відхилення 

пружини та швидкості його зрушення. Тоді шуканий розв'язок поставленої 

задачі можна пов'язати з періодичною траєкторією руху вантажу хитної 

пружини. І серед множини періодичних траєкторій руху необхідно шукати 

траєкторію найменшої довжини. Порівнювати особливості резонансних 

траєкторій можна за умови щільності пікселів, які складають зображення 

певної траєкторії. Згідно загальному принципу "мінімальної енергії" логічно 

вважати, що саме випадок з найкоротшою періодичною траєкторією (вірніше, з 

одним її періодом) буде цікавим при реалізації конкретного впровадження. 

Одержану періодичну траєкторію руху вантажу завжди можна представити у 

цифровому вигляді як послідовність координат точок, що її складають. 

Із зазначених позицій цікаво буде дослідити нелінійні зв'язані системи із 

взаємодіючими підсистемами на прикладах задач техніки. Важливу роль у 

будівельній механіці відіграє видозмінена модель хитної пружини – модель 

гнучкої нитки. Адже гнучка нитка – це своєрідна пружина, яка діє тільки на 

розтягнення. У типовій двовимірній моделі гнучка нитка одночасно може 

здійснювати поперечні коливання у своїй площині (аналог кутових коливань 

хитної пружини з вантажем) і маятникові коливання, що поєднують опорні 

закріплення (аналог вертикальних коливань).  

Напрямком можливих досліджень можуть бути дроти високовольтних 

ліній, на стан яких впливають пориви вітру. При співвідношенні частот 1:2 

зазначених коливань відбувається втрата динамічної стійкості, і тоді виникають 

поперечні коливання нитки, амплітуда яких може досягати досить великих 

значень. Зазначимо, що можливість виникнення таких явищ необхідно 

враховувати при розрахунку різноманітних конструкцій будівельної механіки. 

Наприклад, висячих мостів, вантово-балочних систем, канатних доріг, 
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різноманітних антен тросових системи для втримання об'єктів, гнучких 

шлангів, тощо.  

Способи одержання розв'язку динамічної системи, в основі якої 

знаходяться ідеї хитної пружини, звичайно використовують координати, які 

визначають рух пружини й маятника. При цьому передбачається можливість 

запису гамільтоніана у вигляді суми трьох членів, що відповідають енергіям, 

пов'язаних з рухами: пружини, маятника й компонента їхнього зв'язку. У 

результаті з'являється можливість з'ясувати, як енергія розподіляється між 

розглянутими трьома енергетичними величинами. Також з'являється 

можливість з'ясувати, як розподіл енергії змінюється відповідно до повної 

енергії й керуючим параметром, що являє собою відношення частот простого 

маятника й маси пружини. За допомогою отриманих аналітичних виразів 

аналізується обмін енергією для окремих траєкторій. Також одержують 

глобальні характеристики розподілу енергії хитної пружини шляхом 

обчислення просторових і середніх за часом компонентів енергії для великої 

кількості траєкторій (періодичних, квазіперіодичних і хаотичних) на всім 

протязі фазового простору. Методи теорії нелiнiйних нормальних форм 

коливань дозволили дослідити динаміку маятника не тільки для малих, але i для 

значних амплітуд коливань. 

Висновок. Результати роботи можна використати як парадигму для 

вивчення нелінійних зв'язаних систем, а також при розрахунках варіантів 

механічних пристроїв, де пружини впливають на коливання їх елементів. А 

також у випадках, коли у технологіях використання механічних пристроїв 

необхідно відмежуватися від хаотичних рухів вантажів і забезпечити 

періодичні траєкторії їх переміщень.  

  


