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Анотація. Наведено огляд наукових робіт, присвячених дослідженню 

нехаотичних періодичних траєкторій руху вантажу хитної пружини. При цьому 

хитною пружиною (swinging spring) вважається математичний маятник, який 

складається з точкового вантажу, приєднаного до невагомої пружини. Другий 

кінець пружини фіксується нерухомо. Розглядаються маятникові коливання 

пружини у вертикальній площині за умови збереження прямолінійності її осі. 

Ключові слова: хитна пружина, swinging spring,  двовимірний пружинний 

маятник, резонанс хитної пружини. 

 

У роботах [1–3] розглянуто підхід до розв'язання класу задач, пов'язаних з 

феноменом обміну енергією між компонентами. При цьому досліджуються 

питання залежності цього дійства від параметрів керування системою. Метод 

полягає в тому, щоб визначити загальну енергію системи й правильно оцінити 

енергетичні величини в часі, а також їх зв'язок для кожного з компонентів. Для 

ілюстрації такого підходу використовують двовимірний пружинний маятник як 

механічну модель дослідження декількох нелінійно зв'язаних систем. Такий 

різновид пружинного маятника в ідеалізованому вигляді складається з 

«точкового» вантажу масою m, прикріпленого до кінця невагомої пружини 

жорсткістю k і довжиною h у ненавантаженому стані. Інший кінець пружини 

закріплений нерухомо. Утворена в такий спосіб коливальна система має 
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рухатися тільки у вертикальній площині, при цьому зберігаючи вісь пружини 

прямолінійною. Точковий вантаж одночасно виконує два види коливань: 

подібних пружині – коли переміщається уздовж прямолінійної осі пружини, і 

подібних маятнику – коли здійснює коливання сумісно з її віссю. Такий 

різновид коливальної системи в літературі одержав назву хитної пружини 

(swinging spring) [4]. На практиці хитні пружини можуть виконувати роль 

механічних ілюстрацій, де аналізуються поперечні (маятникові) коливання і 

поздовжні (пружинні) коливання. У випадку, коли відношення частот 

зазначених коливань відрізнятимуться приблизно в два рази, то хитна пружина 

буде в стані резонансу.  

В роботах [1–3] наведена велика кількість можливих впроваджень ідеї коливань 

хитної пружини. Наприклад, коливання хитних пружин мають безпосереднє 

відношення до багатьох механічних динамічних систем. Були виявлені ефекти 

порушення стійкості й керованості швидкохідних кораблів в процесі 

розрахунків їх динаміки в умовах несприятливих хвиль. При співвідношенні 1:2 

частот кормових і бокових коливань відбувається втрата динамічної стійкості 

[5]. Коливання хитних пружин допомагають дослідити і динаміку надзвукових 

літаків, коли виявляються ефекти порушення їх стійкості й керованості. 

Виявилося, що найбільш інтенсивне розгойдування бічних коливань має місце, 

коли коливання за кутом атаки відбуваються із частотою вдвічі більшої частоти 

бічних коливань [4]. Ці приклади пояснюють, коли у рамках динамічної 

системи (корабель або літак) доцільно враховувати обмін енергією між її 

компонентами (подовжніми і поперечними коливаннями). 

Видозмінена модель хитної пружини – модель гнучкої нитки – важливу роль 

відіграє у будівельній механіці. Адже гнучка нитка – це своєрідна пружина, що 

діє тільки на розтягнення. У типовій двовимірній моделі гнучка нитка 

одночасно може здійснювати поперечні коливання у своїй площині (аналог 

кутових коливань хитної пружини з вантажем) і маятникові коливання, що 

поєднують опорні закріплення (аналог вертикальних коливань) [6]. Прикладом 

є дроти високовольтних ліній, на стан яких впливають пориви вітру. При 



582 
 

співвідношенні частот 1:2 зазначених коливань відбувається втрата динамічної 

стійкості, і тоді виникають поперечні коливання нитки, амплітуда яких може 

досягати досить великих значень. Можливість виникнення таких явищ 

необхідно враховувати при розрахунку різноманітних конструкцій будівельної 

механіки (висячих мостів, вантово-балочних систем, канатних доріг, ліній 

електропередачі, різноманітних антен тросових системи для втримання об'єктів,  

гнучких шлангів, тощо) [4]. Зрозуміло, що стан резонансу хитної пружини має 

відбуватися при певній комбінації значень параметрів хитної пружини. А саме, 

коли період вертикальних коливань буде приблизно вдвічі меншим за період 

горизонтальних коливань [7].  

Крім умов резонансу існує ще одна можливість охарактеризувати хитну 

пружину. А саме, виділити періодичні траєкторії з можливих рухів під час 

коливань вантажу хитної пружини [8, 9]. Для цього необхідно виявити 

закономірності утворення періодичних траєкторій залежно від параметрів 

хитної пружини. А також класифікувати одержані періодичні траєкторії за 

типом схем механічних пристроїв, що їх утворюють. І кожній періодичній 

траєкторії бажано поставити у відповідність певне число, яке б характеризувало 

її геометричну форму. Крім того, важливими будуть дослідження різновидів 

конструкцій, до складу яких входять хитні пружини. 

У роботі [8] вивчаються зміни в поведінці хитної пружини, коли під контролем 

параметра один відгук стає нестійким і замінюється іншим. Вибірка Пуанкаре 

використовується для зведення проблеми опису стійкості граничного циклу до 

більш простої задачі визначення стійкості нерухомої точки відображенням 

Пуанкаре. В роботі [9] досліджено вплив амплітуди й частоти базового руху на 

періодичну реакцію системи й аналізуються біфуркаційні характеристики 

періодичного розв'язку. Установлено, що біфуркація Хопфа може відбуватися в 

періодичному відгуку системи, що відповідає деяким базовим частотам і 

амплітуди. У статті [10] динаміка пружинного маятника досліджується з 

використанням асимптотичних методів. Методи теорії нелiнiйних нормальних 

форм коливань дозволили дослідити динаміку маятника не тільки для малих, 
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але i для значних амплітуд коливань. В роботі [11] проведені експериментальні 

спостереження й наведені прості пояснення руху вантажу пружини, у тому 

числі добре відомий випадок, коли частота коливань у вертикальному напрямку 

вдвічі більше, ніж для руху маятника. В роботах [12, 13] наведено теоретичне 

дослідження плоских малих нелінійних коливань хитної пружини з нелінійною 

залежністю натягу пружини від її подовження. Використовується метод 

гамільтонової нормальної форми. Рішення гамільтонових рівнянь нормальної 

форми показали, що періодична перебудова коливань між вертикальною й 

горизонтальною модами відбувається тільки у випадку резонансів 1:1 і 2:1. У 

всіх інших випадках, як при наявності резонансу, так і при його відсутності, 

коливання відбуваються із двома постійними частотами. В роботі [14] 

перетікання енергії між подовжніми і маятниковими коливаннями 

розглядається як пульсація. Пульсація і ступінчаста прецесія є характерними 

особливостями динаміки хитної пружини. Для визначення повного 

аналітичного рішення використано гамільтонову редукцію. В роботі [15] 

досліджуються коливання хитної пружини з рухомою точкою підвісу. У статті 

[16] хитний маятник описано як механічну систему із двома ступенями 

свободи. Для цього з використанням рівнянь Якобі – Леві – Чивіти складено та 

чисельно розв'язано скалярне диференціальне рівняння. В роботі [17] 

досліджено періодичний процес перекачування енергії хитної пружини від 

однієї моди до іншої. Знайдений аналітичний опис з високою точністю 

відображає процес при будь-яких початкових відхиленнях маятника. Проведено 

порівняння даного алгоритму з алгоритмами класичного методу нормальної 

форми. У роботі [18] показано, що інтегральне наближення просторової хитної 

пружини, налаштованої на резонанс 1:1:2, має монохромію, а ступінчастий кут 

прецесії площини коливання резонансного пружинного маятника є числом 

обертання інтегрального наближення. В роботі [19] коливання хитної пружини 

аналізується з позицій енергообміну в рамках параметричного механізму. 

Зокрема, хитна пружина, із двома ступенями свободи є автопараметричною 

системою, що являє собою основу для вивчення нелінійних зв'язаних систем. В 
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роботі [20] використовується інваріантна нормальна форма, яка дозволила у 

рамках єдиного підходу не розділяти коливання хитної пружини на випадки 

автономні - не автономні, чи резонансні – нерезонансні. Робота [21] присвячена 

дослідженню зв'язку можливої траєкторії вантажу хитної пружини з фігурами 

Ліссажу. 

Але ці глибокі теоретичні роботи часто не дають чітких алгоритмів побудови 

нехаотичних періодичних траєкторій вантажу хитної пружини. Для інженерної 

практики крім теоретичних досліджень необхідні способи побудови реальних 

нехаотичних періодичних траєкторій вантажів хитних пружин. Деякі з них 

описані в роботі [22], де наведено приклади періодичних траєкторій, а також в 

[23], де проведено дослідження умов побудови періодичних траєкторій. У 

роботі [24] наведені приклади періодичних траєкторій хитних пружин. В роботі 

[25] наведено приклад побудови траєкторії руху вантажу хитної пружини. В 

роботі [26] описано динаміку хитної пружини двома різними способами: за 

допомогою рівнянь Лагранжа й застосуванням другого закону Ньютона. У 

роботі [27] наведена велика кількість періодичних траєкторій руху вантажу 

хитної пружини. При цьому вивчаються рухи пружинного маятника в 

залежності від двох його параметрів управління (відношення частот пружини і 

маятника). Показано, що в межах дуже малих і дуже великих значень 

параметрів траєкторія вантажу пружинного маятника переважно регулюється, а 

зміни параметрів більшості початкових умов приводять до хаотичних 

траєкторій. В роботі [28] наведено maple-програму побудови траєкторії вантажу 

хитної пружини. В роботі [29] наведено спосіб побудови зазначених траєкторій. 

В роботі [30] на основі складеної програми проілюстровано параметричний 

резонанс хитної пружини, який проявляється в передачі енергії від 

вертикальних коливань вантажу до горизонтальних й навпаки. Показано, що 

швидкість і амплітуда передачі енергії істотно залежать від початкових умов. 

В роботах [31, 32] для побудови періодичних траєкторій вантажів різновидів 

математичних маятників наведено спосіб проекційного фокусування. В роботі 

[33] розглянуті приклади реалізації цього способу. В роботі [34] наведено 
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спосіб знаходження значень набору параметрів для забезпечення нехаотичної 

періодичної траєкторії руху точкового вантажу хитної пружини. В роботі [35] 

наведено комп'ютерні анімації коливань відповідних хитних пружин, які 

ілюструють одержані результати.  
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