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Abstract 

In the literature, a swinging spring is a kind of mathematical pendulum consisting of a point load attached to 

a weightless spring. The second end of the spring is fixed motionless. Pendulum oscillations of a spring in a vertical 

plane are considered, provided that its axis are straightforward. The desired load path of the swing spring is mod-

eled using the second-order Lagrange equations. The relevance of the topic is determined by the need to study the 

conditions of separation from chaotic vibrations of the elements of mechanical structures, which include springs, 

namely the determination of rational values. 

Анотація 

В літературі хитною пружиною (swinging spring) називають різновид математичного маятника, який 

складається з точкового вантажу, приєднаного до невагомої пружини. Другий кінець пружини фіксується 

нерухомо. Розглядаються маятникові коливання пружини у вертикальній площині за умови збереження 

прямолінійності її осі. Шукана траєкторія вантажу хитної пружини моделюється з використанням рівнянь 

Лагранжа другого роду. Актуальність теми визначається необхідністю дослідження умов відмежування 

від хаотичних коливань елементів механічних конструкцій, до складу яких входять пружини, а саме ви-

значення раціональних значень параметрів для забезпечення періодичних траєкторій їх коливань.  

 

Keywords: pendulum oscillations, trajectory, swinging spring, Lagrange equation of the second kind. 

Ключові слова: маятникові коливання, траєкторія руху, хитна пружина, рівняння Лагранжа другого 

роду. 

 

Для пояснення складних процесів, що відбува-

ються в природі, часто застосовують наочні механі-

чні інтерпретації. Зокрема, для коливальних проце-

сів у якості моделей використовують маятникові 

аналоги. Класичним прикладом вважається модель 

оберненого маятника з вібруючою точкою кріп-

лення (маятник Капиці). Фізичну модель цього ма-

ятника покладено в основу теорії динамічної стабі-

лізації. Не менш вражаючі механічні інтерпретації 

пов’язані з іншим видом маятника. У ідеалізова-

ному вигляді маятник має вигляд вертикально під-

вішеної невагомої пружини, до кінця якої прикріп-

лено точковий вантаж. Пружина крім подовжніх 

коливань здійснює коливання подібно маятнику у 

вертикальній площині, зберігаючи при цьому пря-

молінійність своєї осі. Помічено, що якщо вантаж 

одночасно здійснює коливання вздовж осі пружини 

і маятникові коливання, то зазначена дія відкриває 

феномен коливань пружини із зовсім несподіваної 

сторони. У поводженні такої коливальної системи 

були виявлені цікаві й глибокі фізичні закономірно-

сті [1]. Тому модель пружини, що коливається по-

дібно маятнику, – в літературі її називають хитною 

пружиною (swinging spring) – знаходить широке за-

стосування у якості механічної моделі більш склад-

них процесів у природі й техніці. Для інженерної 

практики необхідні способи побудови реальних не-

хаотичних періодичних траєкторій вантажів хит-

них пружин. Деякі з них описані в роботі [2], де на-

ведено приклади періодичних траєкторій, а також в 

[3], де досліджені умови побудови періодичних 

траєкторій. У роботах [4] - [6] наведено приклади 

траєкторій руху вантажу хитної пружини.  

Але в більшості побудов не надається оцінка 

геометричної форми слідів руху вантажу хитної 

пружини залежно від її параметрів та початкових 

умов ініціювання руху пружини. Тому в даній ро-

боті ставилася мета – побудувати фазові траєкторії 

функцій узагальнених координат хитної пружини 

та надати оцінки діапазону змін їх величин та шви-

дкостей руху вантажу. А також скласти таблицю зо-

бражень слідів руху вантажу пружини залежно від 

параметрів. 

В процесі побудови періодичних траєкторій 

спиратимемося на роботи [7–10]. Проміжні резуль-
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тати будемо опускати, і наводитимемо головні ре-

зультати. 

Нехай виконуються умови ідеалізації руху ва-

нтажу:  

– параметри і початкові умови задаються в 

умовних числових одиницях;  

– маятникові коливання пружини відносно не-

рухомого підвісу здійснюється у вертикальній пло-

щині Oxy; 

– вісь невагомої пружини в процесі коливань 

залишається прямолінійною; 

– маса вантажу зосереджена точці, розташова-

ній на осі пружини з незакріпленого кінця; 

– опори у вузлах і опір повітря під час коли-

вань відсутні;  

– процес розсіювання енергії відбувається по-

вільно в порівнянні з характерними масштабами 

часу (коливальна система є консервативною). 

Визначимо траєкторії переміщення по верти-

кальній площині вантажу хитної пружини залежно 

від маси вантажу, початкової довжини пружини у 

ненавантаженому стані, жорсткості пружини і по-

чаткових умов для виникнення коливань. 

Схему хитної пружини, відповідно до [8, 9], зо-

бражено на рис. 1.  

У якості першої узагальненої координатної фу-

нкції v(t) оберемо значення кута, який вісь пружини 

утворює з вертикальною віссю Оу. Другу узагаль-

нену координатну функцію u(t) пов'яжемо з подов-

женням пружини в часі; через h позначимо дов-

жину пружини в ненавантаженому стані. Тоді вір-

туальні координати рухомого точкового вантажу 

можна обчислити за формулами: 

 

( )sin ;x h u v   -( )cos .y h u v   (1) 

 

Лагранжіан задамо як різницю кінетичної і по-

тенціальної енергій:  

 
2 2

2

0.5 ( ) -
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Для складання системи диференціальних рів-

нянь Лагранжа другого роду використаємо співвід-

ношення (точка означає похідну по часу): 

- 0;
d L L

dt u u

  
 

    

- 0.
d L L

dt v v
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В результаті систему рівнянь Лагранжа дру-

гого роду одержуємо у вигляді: 
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Постановка задачі. Визначити значення жорс-

ткості k пружини, яка б забезпечила періодичну 

траєкторію переміщення вантажу маси m хитної 

пружини довжиною h у ненавантаженому стані. У 

початковому положенні хитна пружина розташо-

вана вертикально, тобто v(0)=0. Ініціювання коли-

вань здійснюється за допомогою імпульсу, нада-

ного вантажу пружини у напрямку осі Ох: 

dv(0)=0.5. Величину 0.5 можна характеризувати як 

початкову швидкість зміни в часі величини кута 

v(t). 

Застосовуючи алгоритми і програми, описані в 

роботах [7–10] розв’язуємо систему рівнянь (4) зі 

значеннями параметрів і з початковими умовами 

v(0)=0; dv(0)=0.5; u(0)=1; du(0)=0. В результаті роз-

в'язання одержуємо інтегральні криві і фазові трає-

кторії. Фазові траєкторії характеризуються кількі-

стю пікселів на їх зображеннях. На рис. 2 наведено 

графіки зміни кількості пікселів Np залежно від зна-

чення жорсткості k для «одиничних» значень m=1 і 

h=1. Одержано екстремальні локально мінімальні 

значення. Це дозволило (після уточнення) визна-

чити шість головних критичних значень коефіцієн-

тів жорсткості k: 7.99; 9.55; 12.67;18.12; 22.96; 

28.84. 

 

 
Рис. 1. Схема хитної пружини  
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а б 

Рис. 2. Графіки зміни кількості пікселів залежно від k для m=1: 

a – у межах 3<k<13; б – у межах 13<k<30 

 

На рис. 3 наведені миттєві положення хитної пружини і періодичні траєкторії руху вантажу масою 

m=1 залежно від значень коефіцієнта жорсткості k. Звернемо увагу, що зображення одержаних геометри-

чних форм траєкторій руху вантажу відповідають локальним мінімумам кількостям пікселів на рис. 2. На 

сайті [11, 12] наведено анімації відповідних коливань.  

    
а б в г 

 

  
д е 

Рис. 3. Періодичні траєкторії вантажу на пружині для: 

a – k=7.99; б – k=9.55; в – k=12.67; г – k=18.12; д – k=22.96; е – k=28.84 

 

На рис. 4 наведено зображення фазових траєкторій функцій узагальнених координат, відповідних пе-

ріодичним траєкторіям рис. 3. Побудовані на координатних фазових площинах {u, Du} i {v, Dv}, які на 

рисунку зображено сумісно. Червоним кольором позначено фазову траєкторію функції u(t), а блакитним – 

фазову траєкторію функції v(t). Нагадаємо, що функція u(t) описує довжину пружини, а функція v(t) – кут 

відхилення пружини від вертикалі. 
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а б в 

   
г д е 

 

Рис. 4. Фазові траєкторії на фазових площинах {u, Du} i {v, Dv}, для: 

a – k=7.99; 1<u(t)<1.4; –0,6<Du(t)<0,6; –0.3<v(t)<0.3; –0.45<Dv(t)<0.45; 

б – k=9.55; 0.9<u(t)<1; –0.2<Du(t)<0.2; –0.3<v(t)<0.3; –0.44<Dv(t)<0.44; 

в – k=12.67; 0.6<u(t)<0.9; –1.1<Du(t)<1.1; –0.35<v(t)<3.5; –0.6<Dv(t)<0.6; 

г – k=18.12; 0.2<u(t)<1; –1.8<Du(t)<1.8; –0.4<v(t)<0.4; –0.5<Dv(t)<0.5; 

д – k=22.96; 0<u(t)<1; –2.5<Du(t)<2.5; –0.8<v(t)<0.8; –1.5<Dv(t)<1.5; 

е – k=28.84; 0<u(t)<1; –3<Du(t)<3; –1<v(t)<1; –2.5<Dv(t)<2.5. 

 

Отже, за допомогою фазових траєкторій (рис. 4) можна визначити діапазони зміни функцій узагаль-

нених координат, а також швидкості їх зміни.  

На наступному етапі виявимо пропорції між коефіцієнтом жорсткості пружини k і масою вантажу m, 

які б забезпечили однакові за геометричною формою траєкторії руху вантажів (довжина h=1 пружини у 

ненавантаженому стані є відомою). Для цього необхідно виразити величину маси вантажу m як функцію 

коефіцієнта жорсткості k. Початковими умовами ініціювання коливань задамо вертикальне положення пі-

двішеної пружини v(0)=0, якій надано початкову кутову швидкість Dv(0)=0.5. Нехай u(0)=1; du(0)=0. 

Періодичну траєкторію визначимо для змінної маси m, зафіксувавши значення жорсткості пружини. 

Використовуючи методику, наведену в роботах [7–10], побудуємо графік зміни кількості пікселів на зо-

браженні фазових траєкторій залежно від маси m, наприклад, для значення k=18.12 (рис. 5). Локально мі-

німальні екстремальні значення графіка дозволяють визначити критичні значення маси m: 0.627; 0.788; 1; 

1.43; 1.88; 2.24. 

  
а б 

Рис. 5. Графіки зміни кількості пікселів залежно від m для k=18.12: 

a – у межах 0.5<m<1.5; б – у межах 1.5<m<5 
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На рис. 6 зображено миттєві положення хитної пружини жорсткості k=18.12, а також періодичні тра-

єкторії руху вантажу для обчислених величин мас вантажів. Бачимо, що періодичні траєкторії на рис. 6 

подібні за геометричними формами траєкторіям з рис. 3. Це вказує на існування певної закономірності 

«генерування» періодичних траєкторій.  

   
а б в 

   
г д е 

 

Рис. 6. Періодичні траєкторії вантажу на пружині для:  

a – m=0.627; б – m=0.788; в - m=1; г – m=1.43; д – m=1.88; е – m=2.26 

 

Зміст рис. 3 і рис. 6 переконує у тому, що ряд геометричних форм періодичних траєкторій повторю-

ються у певній послідовності. Для перевірки цього спостереження і для узагальнення методики розглянемо 

інший варіант коливання пружини, наприклад, при жорсткості k=28.84.  

На рис. 7 наведено графік зміни кількості пікселів на зображенні фазових траєкторій залежно від маси 

m для значення k=28.84. Локально мінімальні екстремальні значення графіка дозволяють визначити кри-

тичні значення маси m: 1; 1.26; 1.59; 2.28; 3; 3.6. 

  
а б 

Рис. 7. Графіки зміни кількості пікселів залежно від m для k=28.84:  

a – у межах 0.5<m<1.6; б – у межах 1.6<m<5 
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Виявляється, що побудовані періодичні траєкторії руху вантажу матимуть вигляд однакових за фор-

мою, зображеним на рис. 6. Але при інших значеннях маси: m=1 (а); m=1.26 (б); m=1.59 (в); m=2.28 (г); 

m=3 (д); m=3.6 (е). Це цікаве с позицій геометрії спостереження сприяло побудові таблиці для класифікації 

величин параметрів m і k, які б забезпечили існування періодичної траєкторії руху вантажу хитної пружини 

(h=1).  

Розглянемо класифікацію періодичних траєкторій руху вантажу хитної пружини. Ідентифікувати ге-

ометричну форму періодичних траєкторій будемо за допомогою відношення періодів вертикальних 

2y

h
T

g
 

 і горизонтальних 
2x

m
T

k
 

 коливань вантажу. Цікаво було б дослідити варіювання 

параметрів співвідношення 

1
,

4

mg

kh
  де m – маса вантажу, k – жорсткість пружини, h – довжина пру-

жини у ненавантаженому стані, g=9,81. Перевірити, за яких умов виконується це співвідношення з при-

йнятною точністю і як це впливає на зображення періодичних траєкторій переміщення вантажу хитної 

пружини. 

В табл. 1 наведено значення відношення горизонтальних періодів коливань до вертикальних залежно 

від геометричної форми траєкторій руху, стосовно періодичних траєкторій на рис. 3, 6. Також наведено 

значення мас вантажів m для відповідних значень коефіцієнта жорсткості k. Всі величини в умовних оди-

ницях. 

Таблиця 1. 

Значення мас вантажів для періодичних траєкторій, відповідних жорсткостям k  

Значення коефіцієн-

тів жорсткості 

 7.99 9.5 12.67 18.12 22.96 28.87 

Значення відно-

шень періодів  

 
Форма траєкторії  

 

0.276 0.33 0.44 0.63 0.8 1 1.71 

 

0.35 0.415 0.554 0.793 1 1.25 1.525 

 

0.44 0.23 0.7 1 1.26 1.58 1.36 

 

0.63 0.75 1 1.423 1.8 2.27 1.14 

 

0.83 1 1.32 1.9 2.4 3 0.986 

 

1 1.18 1.58 2.26 2.85 3.6 0.9 

 

Табл. 1 дозволяє визначати значення мас ван-

тажів і форм траєкторій лише для дискретних зна-

чень k. Для того, щоб визначити допустиме зна-

чення маси m для довільного 10<k<35 з метою оде-

ржати певну траєкторію вантажу (наприклад, для 

перевірки – зображену на рис. 6, а) використаємо 

інтерполяційну формулу для двох точок з коорди-

натами (28.84, 1) і (18.12, 0.627). Після обчислень 

одержуємо функцію 

 

m(k)=0.0348k–0.00348. 

 

Аналогічно одержуємо інші функції: 

 

m(k)=0.044k–0.00923; 

m(k)=0.055k+0.00272; 

m(k)=0.0792k–0.00675; (5) 

m(k)=0.104k–0.0131; 

m(k)=0.127k–0.0588, 

 

які відповідатимуть траєкторіям вантажу, зо-

бражених на рис. 6, б–е. 
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Отже, для обчислення величини маси m при її 

переміщенні вздовж періодичної траєкторії при за-

даній величині коефіцієнта жорсткості k, необхідно 

скористатись однією з формул (5). При цьому з'яви-

лася можливість не лише побудувати періодичну 

траєкторію, але і наперед обрати одну з геометри-

чних форм траєкторій, зображених на рис. 6. 

Наприклад, для коефіцієнта жорсткості 

k=22.96, щоб одержати періодичні траєкторії, зо-

бражені на рис. 6, а–е, необхідно обрати величини 

мас, відповідно m=0.8; m=1; m=1.27; m=1.8; m=2.38; 

m=2.85. 
Цим проілюстровано можливість не лише по-

будувати періодичну траєкторію руху вантажу хит-
ної пружини, але і обрати одну з них, використову-
ючи як прототип зображену на рис. 6. Таким чином, 
було розв’язано, у певному розумінні, обернену за-
дачу визначення періодичних траєкторій руху ван-
тажу хитної пружини. Тобто розроблена класифіка-
ція та складена таблиця періодичних траєкторій до-
зволяють розв'язувати обернені задачі. А саме – 
долучити до переліку числових параметрів хитної 
пружини ще й періодичні криві як параметри в гра-
фічній формі. Величини відношення горизонталь-
них і вертикальних періодів коливань хитної пру-
жини дозволяють визначити числові значення та-
ких параметрів, які б забезпечили існування 
наперед заданої з шести вказаних форм періодичної 
траєкторії руху вантажу. Крім того, розроблений 
спосіб побудови періодичних траєкторій дозволяє 
оцінювання їх довжин шляхом підрахунку кілько-
сті пікселів, що складають зображення траєкторії. 
Тобто у випадку необхідності з’явилася можливість 
вказати періодичну траєкторію певної довжини, 
яку слід враховувати під час дослідження динаміч-
них систем, між частинами яких відбувається «пе-
рекачка» енергії. 

Результати роботи можна використати як пара-
дигму для вивчення нелінійних зв'язаних систем, а 
також при розрахунках варіантів механічних при-
строїв, де пружини впливають на коливання їх еле-
ментів. А також у випадках, коли в технологіях ви-
користання механічних пристроїв необхідно відме-
жуватися від хаотичних переміщень вантажів і 
забезпечити періодичні траєкторії їх руху [13, 14]. 
Наведені в роботі оцінки меж та швидкостей зміни 
маятникових кутів, а також відповідних подовжень 
та швидкостей подовжень пружини, дозволяють 
досліджувати модифікації хитної пружини, напри-
клад, у вигляді підвішеної до рухомого візка. Від-
сутність системного підходу до моделювання пері-
одичних траєкторій переміщення вантажу хитної 
пружини та її різновидів затрудняло алгоритмічну 
реалізацію аналогічних впроваджень. 

Висновки. 
В роботі показано, що існує принаймні шість 

геометричних форм періодичних траєкторій руху 
вантажу хитної пружини, які відповідають заданим 
коефіцієнтам жорсткості k та значенням маси m. За 
допомогою відношення горизонтальних і вертика-
льних періодів коливань вантажу вдалося визна-
чити шість чисел 1.71; 1.525; 1.36; 1.14; 0.986; 0.9, 
які відповідають одержаним геометричним формам 
періодичних траєкторій руху. 
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