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Анотація: 

Наведено геометричне моделювання нехаотичних періодичних траєкторій руху вантажу двох різно-

видів хитної пружини. Перший різновид хитної пружини поєднується з математичним маятником, а дру-

гий має вигляд двох хитних пружин зі спільним вантажем. 

Abstract: 

The geometrical modeling of non-chaotic periodic trajectories of cargo movement of two varieties of swing-

ing spring is presented. The first kind of spring is combined with a mathematical pendulum, and the second is the 

appearance of two swinging springs with a common load. 

Ключові слова: маятникові коливання, хитна пружина, траєкторія руху вантажу, маятниковий ана-

лог. 
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Для пояснення складних процесів, що відбува-

ються в природі, часто застосовують наочні механі-

чні інтерпретації. Зокрема, для коливальних проце-

сів у якості моделей використовують маятникові 

аналоги [1]. Класичним прикладом вважається мо-

дель оберненого маятника з вібруючою точкою крі-

плення (маятник Капиці). Фізичну модель цього ма-

ятника покладено в основу теорії динамічної стабі-

лізації. Ключова ідея теорії полягає у необхідності 

розділяти рух на «швидкі» і «повільні» складові, що 

найшло відображення у понятті ефективного поте-

нціалу. За допомогою методу ефективного потенці-

алу пояснено принцип стійкості високочастотного 

генератора «ніготронома» [2]. До речі, для того щоб 

не виникало проблем з секретністю при публікації 

методу, було залучено фізичну модель маятника з 

вібруючим підвісом, яка б ілюструвала принцип 

стійкості генератора. Цим самим було розпочате 

математичне дослідження маятника з вібруючим 

підвісом. 

Не менш вражаючі механічні інтерпретації 

пов’язані з іншим видом маятника. У ідеалізова-

ному вигляді маятник має вигляд вертикально під-

вішеної невагомої пружини, до кінця якої прикріп-

лено точковий вантаж. Пружина крім подовжніх 

коливань здійснює коливання подібно маятнику у 

вертикальній площині, зберігаючи при цьому пря-

молінійність своєї осі. Помічено, що якщо вантаж 

одночасно здійснює коливання вздовж осі пружини 

і маятникові коливання, то зазначена дія відкриває 

феномен коливань пружини із зовсім несподіваної 

сторони. У поводженні такої коливальної системи 

були виявлені цікаві й глибокі фізичні закономірно-

сті [3].  
Модель пружини, що коливається подібно ма-

ятнику одержала назву хитна пружина (swinging 
spring), і знаходить широке застосування у якості 
механічної моделі більш складних процесів у при-
роді й техніці. Мова йде про процеси із внутріш-
німи нелінійно пов'язаними системами надання рі-
зних коливальних компонентів. При цьому, що іс-
тотно, складові компоненти системи обмінюються 
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енергією між собою. У роботі [1] представлено ана-
ліз таких енергетичних обмінів з метою з'ясування 
того, як це залежить від параметрів керування сис-
темою. Для ілюстрації використовують хитну пру-
жину як парадигму для вивчення нелінійних зв'яза-
них систем. Для хитної пружини ідентифікуються 
три енергетичні компоненти, схожі на рухи пру-
жини, маятника, а також зв'язку між ними. Предста-
влена процедура може бути застосована, в прин-
ципі, до довільних нелінійних зв'язаних систем, 
щоб показати, як зв'язок опосередкує внутрішні 

енергетичні обміни і як розподіл енергії змінюється 
відповідно до параметрів системи. 

Особливість феномена хитної пружини проі-
люструємо графічно. Для цього порівняємо траєк-
торії переміщення точкового вантажу у двох випа-
дках - хитної пружини (рис. 1, а) й параметричного 
маятника (рис. 1, б). Для параметричного маятника 
вплив параметра проявляються в зміні довжини ма-
ятника, який здійснюється завдяки зовнішньому 
джерелу енергії.  

  
а б 

Рис. 1. Аналогія між кутовими коливаннями: 

а – хитної пружини; б – математичного параметричного маятника. 

 
При цьому цікавим є випадок, коли у нижнім 

положенні довжину маятника небагато збільшу-
вати, а в крайніх положеннях її небагато скорочу-
вати. Тоді максимальне розгойдування досягати-
меться у випадку, коли частота зміни параметра си-
стеми (довжини підвісу) у два рази 
перевищуватиме власну частоту коливань системи. 
Прикладом є коливання дитячих гойдалок. Для три-
валої підтримки їхніх коливань необхідно швидко 
присідати в момент найбільшого відхилення гойда-
лок від положення рівноваги й також швидко вста-
вати при проходженні нижнього положення. 

Однак існує принципова відмінність між маят-
ником «хитна пружина» і маятником «гойдалка». У 
хитній пружині відсутнє зовнішнє джерело енергії, 
і маятники такого виду повинні самі «забезпечу-
вати» існування подібних коливань. З дослідів слі-
дує, що наростання кутових коливань хитної пру-
жини супроводжуються загасанням подовжніх ко-
ливань. Потім відбувається зворотне явище – 
розгойдування подовжніх коливань за рахунок зме-
ншення енергії кутових коливань. Далі весь процес 
постійно повторюється. Повторюване послідовне 
перекачування енергії від одних коливань до інших 
відбувається доти, поки всі коливання не загаснуть 
через тертя. 

Нелінійні зв'язані системи із взаємодіючими 
підсистемами присутні в багатьох областях – від фі-
зики й техніки до біології й соціальних наук. Прик-
лади зв'язаних систем містять у собі хвильове об'є-
днання у фізиці плазми, накачки лазерів, біологіч-
них осциляторних мережах, нейронних мережах і 
генетичних ланцюгах (відповідні посилання на лі-
тературу наведено в роботі [1]). 

Для практичних впроваджень інтерес предста-
вляє дослідження особливостей коливань хитної 
пружини. Наприклад, з використанням моделі хит-
ної пружини в роботі [4] досліджується атмосфер-
ний баланс планети, в роботі [5] – коливання моле-

кули вуглекислого газу, в роботі [6] – коливання ви-
соковольтних проводів, а в роботі [7] моделюються 
вібрації гелікоптера. Опис коливань пружини поді-
бний рівнянням задач «хижак-жертва» [8]. Список 
можна продовжувати. При цьому у всіх на перший 
погляд розрізнених впровадженнях є спільна особ-
ливість – можливість їх дослідження на основі мо-
делі хитної пружини. При цьому ключовим момен-
том є визначення умов забезпечення нехаотичних 
періодичних траєкторій вантажу хитної пружини. 
Такі дослідження дозволяють відмежуватися від 
хаотичних рухів елементів механічних пристроїв, 
до складу яких входять пружинні елементи.  

Періодична траєкторія переміщення вантажу 
хитної пружини ілюструє розв’язок відповідних 
диференціальних рівнянь, що описують її коли-
вання. Адже ці рівняння мають природу, аналогі-
чну диференціальними рівняннями суміжних за 
змістом впроваджень. Одержана геометрична фо-
рма періодичної траєкторії переміщення вантажу 
хитної пружини у просторі параметрів конкретної 
задачі допоможе ілюструвати розв’язки цієї задачі. 
Тобто розгляд моделі хитної пружини дозволить 
аналізувати характер розв’язків в суміжних за зміс-
том задачах, і виявляти серед них, у певному розу-
мінні, оптимальні варіанти. Подібно тому, як в ме-
ханіці для аналізу коливальних процесів механізмів 
застосовують фігури Ліссажу.  

Отже, доцільними будуть дослідження, спря-
мовані на геометричне моделювання періодичних 
траєкторій руху вантажу хитної пружини, а також 
різновидів конструкцій хитних пружин. Далі розг-
лянемо два конкретних приклада визначення періо-
дичних траєкторій комбінованих хитних пружин.  

Перший різновид хитної пружини буде поєдна-
ним з математичним маятником. Нехай віссю хит-
ної пружини є математичний маятник довжиною R 
і вантажем масою М (рис. 1). Визначимо траєкторію 
переміщення по вертикальній площині Oxy вантажу 
хитної пружини залежно від її параметрів. 
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Рис. 1. Схема хитної пружини, поєднаної з маятником  

 

У якості першої узагальненої координатної функції v(t) оберемо значення кута, який вісь хитної пру-

жини утворює з вертикальною віссю Оу. Другу узагальнену координатну функцію u(t) пов'яжемо з подов-

женням пружини в часі; через h позначимо довжину хитної пружини в ненавантаженому стані. Тоді вірту-

альні координати рухомого точкового вантажу пружини можна обчислити за формулами: 

 ( )sin ;x h u v   -( )cos .y h u v       (1) 

 

Лагранжіан коливальної системи має вигляд:  

 

 

2 2 2

2 2

2

0.5 0.5

9.81( )cos - 0.5 ( - ) .

dv du dv
L MR m u

dt dt dt

mu MR v k u h

      
                

 
    (2) 

 

З використанням лагранжіана складаємо систему рівнянь Лагранжа другого роду у вигляді: 

 

 

22

2
- - 9.81 cos ( - ) 0;

d u dv
m mu m v k u h

dt dt

 
  

     (3) 

 
2

2 2

2
2

9.81sin ( ) 0.

d v du dv
MR mu mu

dt dt dt

v MR mu

  

  
 

 

Постановка задачі. Визначити значення маси 

М математичного маятника довжиною R, яка б за-

безпечила періодичну траєкторію переміщення ва-

нтажу маси m хитної пружини жорсткістю k і дов-

жиною h у ненавантаженому стані.  

У початковому положенні коливальна система 

розташована вертикально, тобто v(0)=0. Ініцію-

вання коливань здійснюється за допомогою імпу-

льсу, наданого вантажу пружини у напрямку осі Ох: 

dv(0)=1.5. Величину 1.5 можна характеризувати як 

початкову швидкість зміни в часі величини кута 

v(t). Початкові значення для параметра u подов-

ження пружини оберемо у вигляді u(0)=1; du(0)=0. 

Застосовуючи алгоритми і програми, описані в 

роботі [10] розв’язуємо систему рівнянь (3) чисель-

ним методом Рунге-Кутти із початковими умовами 

v(0)=0; dv(0)=1,5; u(0)=2; du(0)=0. Для визначення 

величини критичного значення M можна скориста-

тися графіком насиченості зображення ліній фазо-

вої траєкторії. Для параметрів R=8, m=15, k=150 і 

h=2.5 застосовуючи знайдене значення М забезпе-

чимо періодичність траєкторії вантажу хитної пру-

жини. На рис. 2 зображено періодичні траєкторії за-

лежно від маси М математичного маятника. На рис. 

3 зображено сумісно фазові траєкторії, побудовані 

на координатних фазових площинах {u, Du} і 

{v, Dv}. Позначені червоним і блакитним кольором, 

відповідно. На сайтах [11, 12] наведено комп'юте-

рні анімації відповідних коливань. 
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а  б 

   
в  г 

Рис. 2. Періодичні траєкторії руху вантажу хитної пружини для:  

а – M=20.4; б – M=7.17; в – M=5.26; г – M=2.19 

 

   
а  б 

   
в  г 

Рис. 3. Фазові траєкторії на площинах {u, Du} і {v, Dv} для: а – M=20.4; 0.5<u(t)<7; –8.5<Du(t)<8.5; –

1<v(t)< 1; –1<Dv(t)<1.5; б – M=7.17; 1<u(t)<7; –8.5<Du(t)<8.5; –1<v(t)<1; –1<Dv(t)<1; в – M=5.26; 

1<u(t)<6.1; –8.2<Du(t)<8.2; –1<v(t)<1; –1<Dv(t)<1,5; г – M=2.19; 2<u(t)<5; –5<Du(t)<5; –1<v(t)<1; –

1.5<Dv(t)<1.5 
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За допомогою фазових траєкторій (рис. 3) можна визначити діапазони зміни функцій узагальнених 

координат, а також швидкості їх зміни. 

Другий різновид хитної пружини матиме вигляд двох хитних пружин зі спільним рухомим вантажем. 

Тому далі розглянемо варіанти побудови періодичних траєкторій спіль-

ного рухомого вантажу двох хитних пружин. 

Коливальна система складається двої хитних пружин (рис. 4). Побу-

дуємо траєкторію переміщення по вертикальній площині Oxy вантажу, 

спільного для цих хитних пружин. Параметрами будуть маса вантажу m, 

однакові початкові довжини h пружин у ненавантаженому стані, однакові 

жорсткості пружин k і початкові умови для виникнення коливань. Крім 

того, необхідно задати відстань H між кріпленнями пружин. 

У якості узагальнених координатних функції X(t) і Y(t) оберемо зна-

чення декартових координат на вертикальній площині Oxy. Маємо лагра-

нжіан:  
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З використанням лагранжіану (4) складаємо систему диференціальних рівнянь Лагранжа другого 

роду: 
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де 
2 2 ;p X Y   

2 2 2- 2 .q X Y YH H    

 

Постановка задачі. Визначити значення маси 

m, яка б забезпечила періодичну траєкторію пере-

міщення спільного вантажу системи двох хитних 

пружин з коефіцієнтом жорсткості k і довжиною h 

у ненавантаженому стані кожна.  

У початковому положенні вантаж системи хи-

тних пружин нехай має координати X(0)=2 і Y(0)=3. 

Ініціювання коливань здійснюється за рахунок ене-

ргії пружин. Тобто будуть відсутні імпульси, нада-

них вантажу пружин у напрямку осей: dX(0)=0 і 

dX(0)=0. Нехай H =5; k=15 і h=2.5.  

Застосовуючи алгоритми і програми, описані в 

роботі [10] розв’язуємо систему рівнянь (5) чисель-

ним методом Рунге-Кутти із початковими умовами 

X(0)=2 і Y(0)=3; dX(0)=0 і dX(0)=0. Для заданих па-

раметрів k і h необхідно обрати значення маси m, 

щоб забезпечити періодичність руху траєкторії ва-

нтажу хитної пружини.  

На рис. 5 наведено зображення класу періоди-

чних траєкторій залежно від значення маси вантажу 

m. На рис. 6 наведено суміщені фазові траєкторії, 

побудовані на площинах {u, Du} і {v, Dv}. Зобра-

жені червоним і блакитним кольором, відповідно.  

Для підтвердження величини знайденого кри-

тичного значення M можна скористатися графіком 

насиченості зображення ліній фазової траєкторії. 

На сайтах [11, 12] наведено комп'ютерні анімації ві-

дповідних коливань. 

 

 
Рис. 4. Схема системи 

двох хитних пружин 
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а  б 

   
в  г 

Рис. 5. Періодичні траєкторії руху спільного вантажу двох хитних пружин для:  
а – m=0.53; б – m=0.89; в – m=0.2; г – m=0.758 

 

   
а  б 

   
в  г 

Рис. 6. Фазові траєкторії на площинах {u, Du} і {v, Dv} для: 
а – m=0.53; –2<u(t)<2; –5<Du(t)<5; 1.5<v(t)<3; –6<Dv(t)<6; 
б – m=0.89; –2<u(t)<2; –3<Du(t)<3; 1.5<v(t)<3; –5<Dv(t)<5; 
в – m=0.2; –2<u(t)<2; –8<Du(t)<8; 1.8<v(t)<3; –7<Dv(t)<7; 

г – m=0.758; –2<u(t)<2; –4<Du(t)<4; 1.5<v(t)<3,2; –6<Dv(t)<6. 
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Розроблений спосіб побудови періодичних 

траєкторій дозволяє оцінювання їх довжин шляхом 

підрахунку кількості пікселів, що складають зобра-

ження траєкторії. Тобто з’явилася можливість вка-

зати періодичну траєкторію певної довжини, яку 

слід враховувати під час дослідження динамічних 

систем. Наведені в роботі оцінки меж та швидкос-

тей зміни маятникових кутів, а також відповідних 

подовжень та швидкостей подовжень пружини, до-

зволяють досліджувати модифікації хитної пру-

жини, наприклад, у вигляді підвішеної до рухомого 

візка. Відсутність системного підходу до моделю-

вання періодичних траєкторій переміщення ван-

тажу хитної пружини та її різновидів затрудняло 

алгоритмічну реалізацію аналогічних впроваджень. 

Отримані результати можна пояснити можливістю 

застосування варіаційного принципу Лагранжа до 

розрахунку механічних коливань типу хитної пру-

жини. Це дозволило використати рівняння Лагра-

нжа другого роду для опису руху її вантажу. 

Висновок. Наведений спосіб побудови періо-

дичних траєкторій руху вантажу комбінованих хи-

тних пружин допоможе аналізувати процеси із вну-

трішніми нелінійними зв’язками різних коливаль-

них компонентів. При цьому складові компоненти 

системи можуть здійснювати енергообмін. 
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