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бонизации последней, о чем свидетельствует повы-

шение содержания углерода (с 65 до 89 %) и истин-

ной плотности (с 1,4 до 1,53 г/см3). Объемная 

усадка при 650°С достигает 60%. Сравнивая ре-

зультаты карбонизации в токе азота с эксперимен-

тальными данными, полученными в ходе пиролиза 

исходного сырья в вакууме, можно отметить, что в 

последнем случае не зависимо от природы обраба-

тываемых материалов в тех же температурных ин-

тервалах протекают аналогичные физико-химиче-

ские процессы, однако характеризующиеся боль-

шей глубиной. Так, например, при термообработке 

CAO в вакууме усадка материала к концу первой 

стадии процесса (350 °С) достигает 14,7% (в токе 

азота - 10,2 %), к концу второго этапа (650 °С) - 

70,4% (в токе N2 - 63,7 %), и, наконец, к концу про-

цесса (900°С) потеря объема составляет 80,5% (в ат-

мосфере N2 - 76%). В общем случае эксперимен-

тальные данные таблиц 19-21 свидетельствуют о 

том, что выход твердого остатка при карбонизации 

углеродсодержащего растительного сырья в ваку-

уме при конечной температуре пиролиза 900 °С со-

ставляет 23-30 % и 3335% для процесса в токе 

азота. 

Усадка в определенной степени способна ха-

рактеризовать механизм процесса пиролиза мате-

риала. Как свидетельствуют экспериментальные 

материалы, исходное сырье испытывает усадку с 

самого начала нагревания и в токе азота и в ваку-

уме. Зависимость усадки от температуры четко вы-

ражается ломанной прямой с участками, имею-

щими разный угол наклона к оси абсцисс. Это сви-

детельствует, по нашему мнению, о том, что темп 

ее, характеризуя степень уплотнения, кристаллитов 

в углеродсодержащем материале при карбониза-

ции, различен в разных температурных интервалах. 

Таким образом, в скорости усадки отражается 

смена процессов, протекающих в органических ве-

ществах, образующих растительное сырье при его 

пиролизе. 

Сопоставление данных по усадке и выделению 

остаточных летучих позволяет сделать заключение, 

что их динамика изменения в ходе коксования 

прямо противоположны. Это свидетельствует о 

том, что величина объемной усадки обусловлена не 

только количеством выделившихся летучих ве-

ществ, но, по-видимому, и характером внутримоле-

кулярных превращений в органической массе мате-

риала в процессе термообработки и изотермиче-

ской выдержки. 

Выводы: 

Выход карбонизатов из скорлупы орехов прак-

тически одинаков (41-42 %), однако он превосходит 

выход количества твердого остатка, образующе-

гося при пиролизе древесины при прочих равных 

условиях, на 25 %. Полученнй продукт исследова-

лся в дальнейшем в качестве адсорбента 
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Анотація 

В роботі досліджено можливі стани резонансу хитної пружини. Тобто різновиду математичного мая-

тника, який складається з точкового вантажу, приєднаного до невагомої пружини. Другий кінець пружини 
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фіксується нерухомо та забезпечується прямолінійність її осі. Розглядаються маятникоподібні коливання 

пружини у вертикальній площині за умови, коли частота поздовжніх коливань відрізняється в кратну кі-

лькість разів від частоти поперечних коливань.  

Abstract 

Possible states of resonance of a swinging spring are investigated in the work. That is, a kind of mathematical 

pendulum, consisting of a point load attached to a weightless spring. The other end of the spring is fixed and the 

axis of the spring is straight. Pendulum-like oscillations of a spring in a vertical plane are considered, provided 

that the frequency of longitudinal oscillations differs many times from the frequency of transverse oscillations. 

Ключові слова: хитна пружина, резонанс хитної пружини, поперечні і повздовжні коливання, маят-

никоподібні коливання пружини. 

Keywords: swinging spring, resonance of swinging spring, transverse and longitudinal oscillations, pendu-

lum-like oscillations of spring. 

 

Вступ. В роботах [1, 2] розглянуто підхід до 

розв'язання класу задач, коли в рамках певної дина-

мічної системи її нелінійно зв'язані коливальні ком-

поненти можуть обмінюватися енергією між со-

бою. У роботах [3–6] наведено багато прикладів та-

ких задач. При цьому досліджуються питання 

залежності дійства обміну енергією від параметрів 

керування системою. Проблема полягає в тому, 

щоб визначити загальну енергію системи й прави-

льно оцінити енергетичні величини в часі, а також 

їх зв'язок для кожного з компонентів. 

Для ілюстрації такого підходу використовують 

двовимірний пружинний маятник як механічну мо-

дель дослідження декількох нелінійно зв'язаних си-

стем. Двовимірний пружинний маятник в ідеалізо-

ваному вигляді складається з «точкового» вантажу 

маси m, прикріпленого до кінця невагомої пружини 

жорсткістю k і довжиною h у ненавантаженому 

стані. Інший кінець пружини закріплений неру-

хомо. Утворена в такий спосіб коливальна система 

має рухатися тільки у вертикальній площині, при 

цьому зберігаючи вісь пружини прямолінійною. 

Точковий вантаж одночасно приймає участь у двох 

видах коливань: подібних пружині – коли перемі-

щається вздовж прямолінійної осі пружини, і поді-

бних маятнику – коли здійснює коливання сумісно 

з її віссю. Такий різновид коливальної системи в лі-

тературі одержав назву хитної пружини (swinging 

spring) [7]. 

За допомогою хитної пружини наочно ілюст-

рується обмін енергіями між поперечними (маятни-

ковими) і поздовжніми (пружинними) коливан-

нями. При цьому повинен враховуватися також 

вплив початкових умов ініціювання коливань. Осо-

бливе значення має дослідження умови виникнення 

стану резонансу хитної пружини. Тобто коли час-

тота поздовжніх коливань відрізнятиметься в кра-

тну кількість разів від частоти поперечних коли-

вань. Крім розповсюдженого "класичного" випадку 

(резонансу 2:1) доцільно розв’язувати задачі з ін-

шими значеннями відношення частот. Наприклад, 

виникає необхідність [8] побудувати траєкторії 

руху вантажу для випадків таких резонансів: 2:1, 

7:3, 9:4, 11:2 та інших. Знайдені геометричні форми 

траєкторії руху вантажу хитної пружини з зада-

ними параметрами допоможуть визначити характе-

ристики розв'язку обраної задачі.  

В роботах [3–6] наведена велика кількість мо-

жливих впроваджень на базі застосування ідеї ко-

ливань хитної пружини. Значна частка з цього пе-

реліку має безпосереднє відношення до порушення 

стійкості й керованості літаків або швидкохідних 

кораблів в процесі їх руху. При розрахунках пере-

міщення динамічної системи у просторі (корабля 

або літака) необхідно враховувати обмін енергією 

між поперечними і шляховими (подовжніми) коли-

ваннями як компонентами системи. В більшості ви-

падків частоти цих коливань приймають як співвід-

ношення 2:1. Але для ретельніших досліджень до-

цільно розглядати інші відношення частот. 

Особливо це стосується досліджень динаміки коли-

вань літаків типу «голландський крок»» (Dutch roll) 

[9]. Такі коливання виникають у випадку великої 

поперечної стійкості літака в порівнянні з малою 

шляховою стійкістю. Тоді бічний рух літака харак-

теризуватиметься взаємозалежними коливаннями 

за креном і ковзанням. Причому, коливання за ков-

занням відстають по фазі від коливань за креном, 

що пов'язано зі слабкою шляховою й надмірною по-

перечною стійкістю. Крен літака є причиною вини-

кнення ковзання літака, усунення якого відбува-

ється із запізнюванням через слабку шляхову стій-

кість. Ковзання, яке при цьому виникає, провокує 

необхідність аварійного крену літака в протилежну 

сторону через підвищену поперечну стійкість, і 

процес повторюється. Для гасіння коливань на лі-

таках застосовуються демпфери нишпорення, роз-

рахунок яких доцільно виконувати із залученням 

поняття перекачування енергій хитної пружини у 

стані резонансу. 

На стан резонансу хитної пружини ще мають 

впливати і початкові значення параметрів ініцію-

вання коливань. В цьому можна переконатися, 

якщо стан резонансу інтерпретувати за допомогою 

траєкторії руху вантажу хитної пружини. Зазна-

чимо – іноді і періодичної, знайденої серед можли-

вих траєкторій руху [10]. Для її знаходження необ-

хідно розробити універсальний спосіб синтезу мно-

жини траєкторій залежно від параметрів хитної 

пружини, а такою, що важливо, від параметрів іні-

ціювання її коливань. І увагу слід зосередити на ви-

падках, коли траєкторіями будуть періодичні криві.  

Зважаючи на наведене, доцільними будуть до-

слідження, спрямовані на геометричне моделю-

вання траєкторій руху вантажу хитної пружини, які 

відповідатимуть умовам заданого типу резонансу. 

Тобто умовам, коли частота вертикальних коливань 

"точкової" маси на хитній пружині буде в кратну кі-

https://en.wikipedia.org/wiki/Dutch_roll
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лькість раз більшою за частоту горизонтальних ко-

ливань і буде врахована максимальна кількість па-

раметрів коливання хитної пружини. У статтях [1, 

2] наведено огляди робіт, присвячених тематиці хи-

тних пружин – у тому числі і з врахуванням стану 

їх резонансу. Тому тут наведемо роботи, які допов-

нюють поняття резонансу. Зазначимо, що рух ван-

тажу хитної пружини помітно складніший порів-

няно з вантажем математичного маятника, тому 

ефект від використання хитної пружини у якості 

механічної інтерпретації буде очікувано більш гли-

боким. Проведені лабораторні експерименти з хит-

ною пружиною дають нове розуміння руху плане-

тарних хвиль в атмосфері Землі [11, 12]. 

Розглянемо на вертикально розташованій пло-

щині з декартовими координатами Оxy коливальну 

систему типу "хитна пружина". Жорсткість пру-

жини позначимо як k, через h позначимо довжину 

пружини без вантажу, а через H – довжину пру-

жини з вантажем у рівноважному (вертикальному) 

стані. 

Рівняння руху хитної пружини матиме вигляд:  

( ) - sin ;mx t T   

 (1) 

( ) - cos - ,my t T mg   

де Т – натяг пружини, v – кут відхилення пру-

жини від вертикалі, g – прискорення земного тя-

жіння. Тоді змінна довжина пружини буде функ-

цією часу з очевидною фізичною інтерпретацією: 

 
22( ) ( ) - ( ) .u t x t H y t  (2) 

Враховуючи, що 

 

 ( ) - ;T k u t h   - ;k H h mg (3) 

( )
sin ;

( )

x t

y t
 

 

- ( )
cos ,

( )

H y t

u t
 

 

одержимо рівняння руху хитної пружини у ви-

гляді [13] 

2( ) ( ) ( ) ( ),Xx t x t x t y t     

 (4) 

2 2( ) ( ) ( ) / 2,Yy t y t x t     

де 

;X

g

H
 

 
;Y

k

m
 

 2
.

h
k

H
 

 

Частота X визначає коливання математичного 

«лінійного маятника», а значення Y описує час-

тоту, з якою "точкова" маса на пружині коливається 

вертикально. Якщо =0, то рівняння (4) можна роз-

в'язати незалежно, але маятникові й пружинні рухи 

будуть зв'язані через нелінійні умови [13]. Вичер-

пне дослідження всіх можливих рухів хитної пру-

жини наведено в роботі [14] у термінах параметра 

, визначеного як 

20 1.X

Y


   

   (5) 

Проміжні випадки для  були вивчені з вико-

ристанням перетинів Пуанкаре і біфуркаційних ді-

аграм. В роботі [14] надано описи для всіх комбіна-

цій можливих рухів хитної пружини.  

В роботі [22] на основі складеної програми 

проілюстровано параметричній резонанс хитної 

пружини, який проявляється в передачі енергії від 

вертикальних коливань вантажу до горизонтальних 

й навпаки. Показано, що швидкість і амплітуда пе-

редачі енергії істотно залежать від початкових 

умов. В роботі [23] проілюстровано "перетікання" 

енергії між подовжніми і поперечними коливан-

нями точки на хитній пружині. Але в роботі відсу-

тня програмна реалізація цього ефекту. В циклі ро-

біт [24–28] наведено дослідження резонансу 2:1 хи-

тної пружини та його зв'язку з траєкторією руху 

вантажу хитної пружини. Але автори обмежилися 

дослідженням лише одного варіанту резонансу. В 

роботах [29–31] наведено комп'ютерні анімації ко-

ливань відповідних хитних пружин, які ілюструють 

розглянутий спосіб.  

Підводячи підсумок зазначимо, що відомі спо-

соби дослідження резонансу хитної пружини базу-

ються на тотожності типу ,X Y   де 

Y

k

m
 

 – частота вертикальних коливань, а 

X

g

h
 

 – частота горизонтальних коливань 

деякої точки на пружині. Тут  – коефіцієнт пропо-

рціональності між частотами, який, власне, і визна-

чає тип резонансу.  

Але при такому підході не враховуються ще 

два параметри хитної пружини, які суттєво вплива-

ють на її коливання. А саме, параметри у вигляді 

початкових відстаней точкового вантажу хитної 

пружини від координатних осей обраної системи 

координат, а також початкових швидкостей зміни 

положення вантажу у напрямку координатних осей. 

Контролювати вплив цих параметрів на стан резо-

нансу зручно за допомогою графічного компонента 

коливань – траєкторії руху вантажу хитної пру-

жини. Для впроваджень необхідно визначити зна-

чення параметрів, які забезпечать періодичну трає-

кторію руху. Адже саме періодичну траєкторію до-

цільно використовувати при впровадженнях хитної 

пружини. В цьому полягає проблема досліджень, 

яка раніше не була розв’язана.  

З наведеного аналізу випливає, що необхідно 

розробити універсальний спосіб синтезу траєкторії 

переміщення вантажу хитної пружин залежно від 

особливостей стану її резонансу. А саме, врахову-

ючи не лише основні параметри хитної пружини 

(жорсткість, довжину у ненавантаженому стані та 

масу вантажу), але і початкові умови ініціювання 
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коливань. 

Для визначення траєкторій вантажу хитної 

пружини за умови її резонансу необхідно дослідити 

феномен "перетікання" енергії під час коливань хи-

тної пружини в стані її резонансу типу 2:1. Хитна 

пружина є найпростішим прикладом реалізації ре-

зонансу Фермі. Такий резонанс виникає тоді, коли 

періоди вертикальних і горизонтальних коливань 

будуть зв'язані наближеним співвідношенням 

Tx=2Ty. Або, використовуючи частоти незалежних 

коливань по вертикалі ωY й горизонталі ωX, співвід-

ношенням ωY=2ωX. Тобто горизонтальні й вертика-

льні коливання починають ніби перетікати одне в 

інше. Енергія коливань буде перекачуватися з вер-

тикальних коливань у горизонтальні й навпаки. 

При цьому, що є дивним, строго вертикальні коли-

вання виявляються нестійкими.  

Для підтвердження "перетікання" енергії між 

подовжніми і поперечними коливаннями точки на 

хитній пружині було складено комп'ютерну про-

граму.  

Наведемо три приклади, які ілюструють зазна-

чений ефект. Для цього оберемо значення парамет-

рів хитної пружини, які б наближено задовольняли 

стану її резонансу. Наприклад, m=0,35; k=150; 

L0=0,1. Тоді 
20,702;Y

k

m
  

 

0

9,905,X

g

L
  

звідки Y/X=2,09. Тобто 

наближено умова виникнення резонансу типу 2:1 

виконується. Повну довжину пружини оберемо 

L=0,5. Систему диференціальних рівнянь (4) розв'-

язуємо чисельно методом Рунге-Кутта. Графіки бу-

дуємо за допомогою 5000 одержаних точок.  

Приклад 1. Систему рівнянь (4) розв'язуємо з 

такими початковими умовами: x0=0.1; Dx0=0; y0=–

0.2; Dy0=0. Тобто для точки з початковими коорди-

натами руху X(0)=0,1; Y(0)=–0,2 і відсутністю на-

дання їм швидкостей в напрямках координатних 

осей. 

На рис. 1 наведено траєкторію руху точки з ко-

ординатами X(t), Y(t) за час Т=35. На рис. 2 зобра-

жено графіки відхилень вантажу для відповідних 

координат. На рис. 3 наведено графіки потенціаль-

них енергій для коливань вздовж відповідних коор-

динат, а також графік добавки, яка породжує взає-

модію між зазначеними коливаннями. 

 

 
Рис. 1 Траєкторія руху точки для прикладу 1 

  
а б 

Рис. 2 Графіки відхилень вантажу: 

а – для координати Х; б – для координати Y 
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а б в 

Рис. 3 Графіки потенціальних енергій для: 

а – коливань вздовж координати Х; б – коливань вздовж координати Y; 

в – добавки, яка породжує взаємодію між зазначеними коливаннями 

 

Приклад 2. Систему рівнянь (4) розв'язуємо з 

такими початковими умовами: x0=0.001; Dx0=0; 

y0=–0.2; Dy0=0. Тобто для точки, яка перед почат-

ком руху розташована "майже" на осі Оу. 

На рис. 4 наведено траєкторію руху точки з ко-

ординатами X(t), Y(t) за час Т=35. На рис. 5 зобра-

жено графіки відхилень вантажу для відповідних 

координат. На рис. 6 наведено графіки потенціаль-

них енергій для коливань вздовж відповідних коор-

динат, а також графік добавки, яка породжує взає-

модію між зазначеними коливаннями. 

 
Рис. 4 Траєкторія руху точки для прикладу 2 

  
а б 

Рис. 5 Графіки відхилень вантажу: 

а – для координати Х; б – для координати Y 

 

   
а б в 

Рис. 6 Графіки потенціальних енергій для: 

а – коливань вздовж координати Х; б – коливань вздовж координати Y; 

в – добавки, яка породжує взаємодію між зазначеними коливаннями 
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Приклад 3. Систему рівнянь (4) розв'язуємо з 

такими початковими умовами: x0=0; Dx0=0,25; y0=–

0.2; Dy0=0. Тобто для точки, яка розташована на осі 

Оу, і якій для руху надали імпульс величиною 0,25 

умовних одиниць. 

На рис. 7 наведено траєкторію руху точки з ко-

ординатами X(t), Y(t) за час Т=35. На рис. 8 зобра-

жено графіки відхилень вантажу для відповідних 

координат. На рис. 9 наведено графіки потенціаль-

них енергій для коливань вздовж відповідних коор-

динат, а також графік добавки, яка породжує взає-

модію між зазначеними коливаннями. 

 
Рис. 7 Траєкторія руху точки для прикладу 3. 

  
а б 

Рис. 8 Графіки відхилень вантажу: 

а – для координати Х; б – для координати Y 

 

   
а б в 

Рис. 9. Графіки потенціальних енергій для: 

а – коливань вздовж координати Х; б – коливань вздовж координати Y; 

в – добавки, яка породжує взаємодію між зазначеними коливаннями 

 

Звертаємо увагу на те, що коли вибір парамет-

рів хитної пружини буде довільним, траєкторія 

руху її вантажу може не підпорядковуватися ні-

якому закону. Траєкторія руху може навіть запов-

нювати деяку область на площині. Далі розглянемо 

спосіб знаходження конкретних періодичних трає-

кторій руху вантажу. При цьому послідовність дос-

ліджень буде наступна. 

На першому етапі для обраного типу резона-

нсу X Y   за допомогою складеної про-

грами визначаються значення параметрів m, h і k, 

які б забезпечили цей резонанс. Нехай точковий 

вантаж має координати (Х0, Y0). Тоді критерій існу-

вання резонансу базується на зображенні двох гра-

фіків функцій X(t) і Y(t), які описують відстань точ-

кового вантажу до відповідних координатних осей. 

Одержані графіки повинні мати таку особливість: 
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максимальні значення одного графіка мають дося-

гатися при мінімальних значеннях другого графіка.  

На другому етапі обирається один з параметрів 

(наприклад Y0 або DY0) у якості змінної величини. 

Далі у вигляді комп’ютерної анімації будується [1, 

2] множина траєкторій руху вантажу, залежно від 

параметра Y0. В результаті обираються значення па-

раметра Y0, які відповідають періодичним траєкто-

ріям руху вантажу хитної пружини, зображених на 

відповідних кадрах анімації. 

Ідею використання хитних пружин у якості ме-

ханічної моделі доцільно розвивати для аналізу су-

часних технологічних процесів як динамічних сис-

тем. Ці системи можуть складатися з нелінійно зв'-

язаних коливальних компонентів, які обмінюються 

енергією між собою.  

Коливання хитної пружини доцільно розгля-

дати у сукупності з геометричним компонентом – 

траєкторією руху її вантажу. У результаті чого 

з'явилася можливість характеризувати резонанс ко-

ливання хитної пружини за допомогою періодич-

них траєкторій, виділених з можливих рухів під час 

коливань вантажу хитної пружини.  

Причому, для синтезу траєкторії необхідно ви-

користовувати не лише головні параметри хитної 

пружини, але й параметри початкових умов ініцію-

вання коливань. Адже в цьому випадку найбільш 

ефективно відбувається кутове розгойдування хит-

ної пружини за рахунок енергії цієї пружини. Роз-

виток випадкового поперечного збурення проходи-

тиме до фіксованого значення амплітуди, оскільки 

запаси енергії пружини є вичерпними. Після досяг-

нення такої амплітуди в ході коливань хитної пру-

жини знову відбувається розтягування (або стис-

кання) пружини.  

Із зазначених позицій цікаво буде дослідити 

нелінійні зв'язані системи із взаємодіючими підси-

стемами на прикладах задач техніки. Важливу роль 

у будівельній механіці відіграє видозмінена модель 

хитної пружини – модель гнучкої нитки. Адже гну-

чка нитка – це своєрідна пружина, яка діє тільки на 

розтягнення. У типовій двовимірній моделі гнучка 

нитка одночасно може здійснювати поперечні ко-

ливання у своїй площині (аналог кутових коливань 

хитної пружини з вантажем) і маятникові коли-

вання, що поєднують опорні закріплення (аналог 

вертикальних коливань).  

Напрямком можливих досліджень можуть 

бути дроти високовольтних ліній, на стан яких 

впливають пориви вітру. При співвідношенні час-

тот 1:2 зазначених коливань відбувається втрата ди-

намічної стійкості, і тоді виникають поперечні ко-

ливання нитки, амплітуда яких може досягати до-

сить великих значень. Зазначимо, що можливість 

виникнення таких явищ необхідно враховувати при 

розрахунку різноманітних конструкцій будівельної 

механіки. Наприклад, висячих мостів, вантово-ба-

лочних систем, канатних доріг, різноманітних ан-

тен тросових системи для втримання об'єктів, гнуч-

ких шлангів, тощо.  

Висновки. Феномен "перетікання" енергії між 

подовжніми і поперечними коливаннями точки на 

хитній пружині показано на прикладі з парамет-

рами: m=0,35; k=150; h=0,1; L=0,5. Тоді 

20,702;Y

k

m
  

 
9,905,X

g

h
  

 

звідки слідує, що наближена умова Y/X=2,09 ре-

зонансу виконується. Для хитної пружини з пара-

метрами m=1.91; h=0.5; k=150; L=1.5; x0=1.2; 

Dx0=0; Dy0=0 у випадку резонансу 

/ 2Y X    за допомогою одержаних побу-

дов знайдено значення y0=0.6; y0=0.5; y0=0.39, які 

відповідають періодичним траєкторіям вантажу.  
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