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УДК 514.18 

 

МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСУ ОБЕРТАННЯ У ВЕРТИКАЛЬНІЙ  
ПЛОЩИНІ ДВОХ РОЗНЕСЕНИХ ВАНТАЖІВ  

  

Куценко Л. М., д.т.н., проф.  

Ковальов О. О., к.т.н., доц. 

Поліванов О. Г. ад'юнкт  

Національний університет цивільного захисту України (Україна, м. Харків)  

 

Анотація – В межах вертикальної площини здійснено моделювання 

процесу обертання двох рознесених вантажів, сполучених невагомим 

стержнем (скорочено - гантелі). Ініціювання руху здійснюється завдяки 

одночасної дії двох вибухових імпульсів, спрямованих на кожний з 

вантажів. Складено та розв’язано систему диференціальних рівнянь 

Лагранжа другого роду. Наведено приклади моделювання окремих фаз 

обертання.  

Ключові слова – геометричне моделювання, оберти гантелі на 

площині, рівняння Лагранжа другого роду, окремі фази обертання.  

 

Постановка проблеми. В багатьох сферах діяльності людини 

виникає необхідність використовувати технології, основані на доставці 

необхідних речовин способом метання. Наприклад, при масштабних 

пожежах доцільно доставляти вогнегасні речовин в центри загоряння на 

великі відстані. Також цікавими виглядають технології розкидання на 

великі відстані мінеральних добрив на поля, а також розпорошення 

хімічних препаратів як засобів захисту лісових масивів від шкідників. 

Тому актуальною буде тема розробки нових метальних технологій  

доставки речовин на великі відстані.  

Аналіз останніх досліджень. Для вирішення цієї проблеми в роботі 

[1] пропонується використати пневматичну гармату як засіб доставки 

вогнегасних речовин, поміщених у спеціальний контейнер. Для реалізації 

на практиці такої технології необхідно підтримувати постійну готовність 

механізмів гармати, особливо її пневматики. А також мати досвід 

врахування сезонних погодних умов.  

Зручнішим буде «безгарматний» спосіб  доставки речовин на великі 

відстані. У роботі [2] описано спосіб безопірного розкриття стержневих 

конструкцій у невагомості з використанням піропатронів. Ідею цього 

способу можна використати і для умов земного тяжіння. Для цього 

необхідно розробити математичне забезпечення нової технології доставки 

на великі відстані речовин, запакованих у спеціальний контейнер. 

Конструктивно контейнер  складений з двох рознесених вантажів, 



49 
 

сполучених (невагомим) стержнем. Для скорочення такий контейнер 

назвемо гантеллю.   

Формулювання завдання. Розробити поки без врахування опору 

повітря спосіб моделювання переміщення в межах вертикальної площини 

гантелі за умови, що ініціювання руху здійснено в результаті одночасної 

дії двох вибухових імпульсів, спрямованих на кожний з вантажів.  

Основна частина. На рис. 1 зображено в системі координат Oxy 

схему початкового розташування гантелі. Гантель складається з двох 

(сферичних) вантажів масами m1 і m2, сполучених 

невагомим стержнем. Центр маси першого вантажу 

розташований в початку координат. Центр маси 

другого вантажу розташований  на відстані h від 

першого на осі Ox.  

У якості узагальнених оберемо координати x(t) і 

y(t), а також кут w(t), який вісь гантелі утворює з 

від’ємною частиною осі Oy. Вважатимемо, що на масу  

m1 діє вибуховий імпульс Px, а на масу m2 – одночасно 

з попереднім діє імпульс Py.  

За допомогою символів початкове положення гантелі визначається 

так: x(0)=0; dx(0)=Px; y(0)=0; dy(0)=0; w(0)=0; dw(0)=Py. Тут і далі всі 

величини в умовних одиницях (g=9.81). 

Для опису без врахування опору повітря обертового руху гантелі 

використаємо лагранжіан L = T-V, де кінетична і потенціальна енергії 

обчислюються так: 
2 2

1

2 2

2 2

0.5

0.5 cos( ) 0.5 sin( ) ;

dx dy
T m

dt dt

dx dw dy dw
m h w m h w

dt dt dt dt

    
           

   
      

   

       (1) 

 1 2 - cos( )V m yg m g y h w  .                                                           (2) 

 

Лагранжіан дає можливість відносно узагальнених координат x(t), 

y(t) і w(t) скласти систему трьох диференціальних рівнянь Лагранжа 

другого роду: 

                

22 2

1 2 2 22 2
( ) - sin( ) cos( ) 0

d x dw d w
m m hm w hm w

dt dt dt

 
   

 
 ; 

2 2 2

2 2 2
sin( ) cos( ) sin( ) 0

d x d w d y
g w w h w

dt dt dt
     ;                    (3) 

            

22 2

1 2 2 22 2
( )( ) cos( ) sin( ) 0

d y dw d w
m m g hm w hm w

dt dt dt

 
     

 
.  

 

 
Рис. 1. Схема 

гантелі 
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Розв’язувати систему рівнянь (3) будемо чисельним методом Рунге-

Кутти в середовищі математичного процесора maple. В якості незмінних 

оберемо параметри  h=5; m1=1 і m2=2, а також початкові умови x(0)=0; 

y(0)=0; dy(0)=0 і w(0)=/2.  

Варіювати будемо величинами вибухових імпульсів dx(0) та dw(0). 

При чому, їх значення підбираємо так, щоб при їх одночасній дії 

«узагальнений» кут вильоту гантелі був близький до 45. Але такий спосіб 

опису не виключає хаотичність обертання гантелі. 

Варіанти:  

1) dx(0)=8; dw(0)=5.1; 2) dx(0)=12; dw(0)=7.6; 3) dx(0)=18; dw(0)=10.9. 

Значення для вибухових імпульсів у наведених варіантах обиралися 

за умови 
(0)

1
(0)

dx
arctg

dw
 .  

На рис. 2 - 4 зображено відповідні цим варіантам окремі фази обертів 

гантелі в процесі польоту (величини умовні). 

 

 
Рис. 2. Унаочнення окремих фаз обертів гантелі для варіанту 1. 

 

 
Рис. 3. Унаочнення окремих фаз обертів гантелі для варіанту 2. 
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Рис. 4. Унаочнення окремих фаз обертів гантелі для варіанту 3. 

 

 Наблизитися до симетричної траєкторії переміщення першого 

вантажу гантелі можна за допомогою 

зображень кривих у системі координат Оydy 

– тобто у фазовому просторі {y, dy}. На рис. 

5 зображено фазову траєкторію - однакову 

для розглянутих випадків. По горизонталі 

відкладено переміщення y(t) центра мас 

першого вантажу, а по вертикалі – 

швидкість dy(t) центра мас першого 

вантажу. При цьому слід пам’ятати, що 

переміщення y(t) визначає висоту підйому 

гантелі. 

 Існування регулярної кривої на 

фазовій площині Оydy вказує на певні 

особливості процесу метання гантелі. А саме, при незмінному значенню 

dw(0)=5.69 «вертикального» вибухового імпульсу гантель відлетить на 

відстань Н за незмінний час t=3.9. І саме головне, траєкторія польоту цента 

маси першого вантажу буде симетричною відносно відстані H/2, що 

переконує у відсутності хаотичності руху. В таблиці показана залежність 

відстані Н від значення dx(0) «горизонтального» вибухового імпульсу. 

Таблиця 

dx(0) 30 25 20 15 10 

Н 120 100 85 65 47 

 

На рис. 6 і 7 зображено траєкторії та окремі фази обертів гантелі для 

випадків dx(0)=15 і dx(0)=25. Переваги над попередніми результатами 

очевидні. 

 
Рис. 5. Фазова траєкторія 
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Рис. 6. Траєкторії та фази обертів гантелі для dx(0)=15 і dw(0)=5.69 

 

 
Рис. 7. Траєкторії та фази обертів гантелі для dx(0)=25 і dw(0)=5.69 

 

Для впровадження розглянутої технології метання гантелі в 

практичну діяльність пожежних крім врахування опору повітря необхідно 

провести ряд досліджень. По-перше – обрати вид вибухової речовини і 

розробити заходи по її безпечному використанню. По-друге – 

спроектувати «стартовий» пристрій, здатний двома одночасними 

вибуховими імпульсами надати рух гантелі. І, нарешті, здійснити вибір 

матеріалу для виготовлення корпусу контейнерів типу гантель, який був би 

міцним і протистояв руйнуванню вибухами, але який би легко 

випаровувався під впливом вогню пожежі.   

Висновки. Розроблений спосіб та складена Maple програма дозволяє 

змоделювати переміщення без врахування опору повітря в межах 

вертикальної площини гантелі, коли ініціювання руху здійснено в 

результаті одночасної дії двох вибухових імпульсів, зосереджених на обох 

вантажах.  
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