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ÊÐÓÃÀÌÈ ÇÀÄÀÍÍÎÃÎ ÐÀÄÈÓÑÀ

ÀÍÒÎØÊÈÍ À.À., ÏÀÍÊÐÀÒÎÂ À.Â.,
ÏÀÖÓÊ Â.Í., ÐÎÌÀÍÎÂÀ Ò.Å., ØÅÕÎÂÖÎÂ Ñ.Á.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïòèìèçà-
öèîííîé çàäà÷è ïîêðûòèÿ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè
ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì êðóãîâ çàäàííîãî ðàäèóñà ñ
ó÷åòîì ìèíèìàëüíî è ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûõ ðàñ-
ñòîÿíèé ìåæäó öåíòðàìè êðóãîâ è ãðàíèöåé îáëàñòè
ïîêðûòèÿ. Ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è, îñ-
íîâàííûé íà ìåòîäå îïòèìèçàöèè ïî ãðóïïàì ïåðå-
ìåííûõ.

Ðàññìîòðèì îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó ãåîìåòðè-
÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ [1] â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâ-
êå. Íåîáõîäèìî ïðÿìîóãîëüíóþ îáëàñòü 0T  ïî-
êðûòü êðóãàìè çàäàííîãî ðàäèóñà èç íàáîðà

nTTT ,...,, 21  òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîëè÷åñòâî
êðóãîâ áûëî ìèíèìàëüíûì è âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ
íà ìèíèìàëüíî è ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòî-
ÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè êðóãîâ è ãðàíèöåé îáëàñòè
ïîêðûòèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî n  çàâåäîìî ïðåâû-
øàåò ÷èñëî êðóãîâ, êîòîðûìè ìîæíî ïîêðûòü
îáëàñòü 0T .

Ïóñòü ìíîæåñòâà 0T , iT , },...,2,1{ nIi n èíäóöèðó-
þòñÿ êîðòåæàìè ãåîìåòðè÷åñêîé èíôîðìàöèè  [1]:

0000 ,, PMSg = ))0,,(),,(),,(( 000 yxbads ,

iiii PMSg ,, = )),(),(),,(( iii yxRds ,

ãäå 2
0 ss , 

1ssi , 1s  – îêðóæíîñòü; 2s – ïðÿìî-
óãîëüíèê; d – ïðèçíàê ïîðÿäêà ñâÿçíîñòè ìíîæå-
ñòâà, 1d , åñëè ìíîæåñòâî èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé
òèï òî÷êè, è 2d , åñëè ìíîæåñòâî èìååò ãîìîòî-
ïè÷åñêèé òèï îêðóæíîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîì
ñëó÷àå 1d , ïîñêîëüêó 0T , iT – îäíîñâÿçíûå
ìíîæåñòâà. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî

000 yx .

Ïðåäñòàâèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è â âèäå:
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ùàäü âçàèìíîãî ïåðåêðûòèÿ êðóãîâ iT , jT  , ji ,
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ii ZZ  – ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþ-
ùàÿ ïëîùàäü âçàèìíîãî ïåðåêðûòèÿ êðóãà iT nIi
è îáëàñòè )/( 0

2 TRcl ; D = 21 DD  – îáëàñòü äîïó-
ñòèìûõ ðåøåíèé; 1D  – ìíîæåñòâî, îïèñûâàþùåå
óñëîâèå ïîêðûòèÿ îáëàñòè 0T  êðóãàìè iT :
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iT )= 0T  ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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;

2D – ìíîæåñòâî, îïèñûâàþùåå óñëîâèÿ íà ìèíè-
ìàëüíî è ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó öåíòðàìè êðóãîâ è ãðàíèöåé îáëàñòè ïîêðû-
òèÿ è çàäàííîå ñòðóêòóðîé â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåé-
íûõ íåðàâåíñòâ [1, 2]:
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nmmm *''' , 2''' mm .Çäåñü }5,...,2,1{,,),( lkZF lll
– ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðû íåðà-
âåíñòâ; )(ZFl   – óïîðÿäî÷åííûé íàáîð íåðàâåíñòâ;

l – ìàòðèöà ñâÿçè íåðàâåíñòâ èç íàáîðà )(ZFl ;

lk – ÷èñëî íåðàâåíñòâ, âõîäÿùèõ â íàáîð )(ZFl ;

nn BA = nK – ìíîæåñòâî ïàð èíäåêñîâ ),( kk ji ,

nk Ii , nk Ij , kk ji , ,...,2,1k 2
nC , ïðè ýòîì

ïîëàãàåì, ÷òî nn BA .

Ñòðóêòóðû (3)–(7) îïèñûâàþò íåêîòîðûå ìíîæå-

ñòâà 'D , ''D , D ,
**D , *D  ñîîòâåòñòâåííî.

Ìíîæåñòâî nED 2'  îïðåäåëÿåò óñëîâèå ïðèíàä-

ëåæíîñòè öåíòðîâ êðóãîâ iT , nIi  îáëàñòè 'T ,
èíäóöèðóåìîé ãåîìåòðè÷åñêîé èíôîðìàöèåé:
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Ìíîæåñòâî n2E'D çàäàåòñÿ ñòðóêòóðîé íåðà-
âåíñòâ (3). Íàáîð )(1 ii ZF  íåðàâåíñòâ èìååò âèä:
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Ïðè ýòîì îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâ òàêîâà, ÷òî ñïðàâåä-
ëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

0)0,0(1f , 0)0,0(2f , 0)0,0(3f , 0)0,0(4f ,

0)0,0(5f , 0)0,0(6f , 0)0,0(7f , 0)0,0(8f .

Îïðåäåëèì ìàòðèöó i1 = ij , 8,..,2,1j ,i=1,2,...,8
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ij =1, 5,5,, jiij ; 5,4 ji ;

4,5 ji ; 4,4, jiji ;

ij=0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çàìåòèì, ÷òî '81 mk .

Ìíîæåñòâî n2E''D  îïèñûâàåò óñëîâèå ïðèíàä-
ëåæíîñòè öåíòðîâ êðóãîâ iT , nIi  îáëàñòè 2E''T ,
èíäóöèðóåìîé ãåîìåòðè÷åñêîé èíôîðìàöèåé:

)'','',''('' PMSg , ),1,(),('' 22 sdsS
)2,2('' RbRaM , )0,,('' RRP .

Ìíîæåñòâî nED 2''  çàäàåòñÿ ñòðóêòóðîé íåðà-

âåíñòâ (4). Íàáîð )(2 ii ZF  íåðàâåíñòâ èìååò âèä:
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ïðè÷åì îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâ òàêîâà, ÷òî

0)0,0(1f , 0)0,0(2f , 0)0,0(3f , 0)0,0(4f .

Ìàòðèöà i2  – åäèíè÷íàÿ, ò.å. i2 = ij , ãäå ij

=1, 4,..,2,1,, jiij .

Çàìåòèì, ÷òî 2k = ''4m .

Ìíîæåñòâî nED 2  îïèñûâàåò îãðàíè÷åíèå íà
ìèíèìàëüíî r2  è ìàêñèìàëüíî r  äîïóñòèìûå
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè êðóãîâ iT , jT ji ,

nIi , nIj , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå
óñëîâèå: ji TT intint .

Ìíîæåñòâî nED 2  çàäàåòñÿ ñòðóêòóðîé íåðà-
âåíñòâ (5). Íàáîð íåðàâåíñòâ )(3 ii ZF  èìååò âèä
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0)0,0,0,0(1f , 0)0,0,0,0(2f .

Ìàòðèöà i3 = ij  – åäèíè÷íàÿ, ò.å. ij  =1,

2,1,, jiij .

Çàìåòèì, ÷òî 3k = )(2 nAcard .

Ìíîæåñòâî nED 2**  çàäàåòñÿ ñòðóêòóðîé íåðà-

âåíñòâ (6). Íàáîð íåðàâåíñòâ )Z(F iji4  èìååò âèä:
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Î÷åâèäíî, i4 = 111 . Òîãäà 4k = )( nBcard .

Ìíîæåñòâî nED 2*  îïèñûâàåò óñëîâèå ïðèíàä-
ëåæíîñòè öåíòðîâ êðóãîâ 2ETi , nIi  îáëàñòè

2* ET , èíäóöèðóåìîé ãåîìåòðè÷åñêîé èíôîðìà-
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Ìíîæåñòâî nED 2*  çàäàåòñÿ ñòðóêòóðîé íåðà-
âåíñòâ (7). Íàáîð íåðàâåíñòâ )Z(F ii5  èìååò âèä:
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0)0,0(1f ,     0)0,0(3f ,

0)0,0(2f ,    0)0,0(4f .

Îïðåäåëèì ìàòðèöó

i1 = ij , 4,..,2,1j , i=1, 2, ..., 4

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ij=1, jiij ,, ; ij=0 â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Çàìåòèì, ÷òî 5k  = *4m .

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è ïðåäñòàâèì â
àíàëèòè÷åñêîì âèäå íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå
ôóíêöèè, ó÷àñòâóþùèå â ôîðìèðîâàíèè ôóíêöèè
öåëè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Ïóñòü },...,2,1{ kI k – èíäåêñíîå ìíîæåñòâî; ji, –
íîìåðà êðóãîâ, nIji, ; W – çíà÷åíèå ôóíêöèè
öåëè; ilp – l -ÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû i -ãî
êðóãà ñ ãðàíèöåé íåïîêðûòîé îáëàñòè, ò.å.
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iK – ìíîæåñòâî òî÷åê

ilp  ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû i -ãî êðóãà ñ ãðàíèöåé
íåïîêðûòîé îáëàñòè, **

ii cardKL ; iK – ìíîæåñòâî
òî÷åê ilp èç ìíîæåñòâà *

iK , óäîâëåòâîðÿþùèõ îã-
ðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (1), â äàëüíåéøåì – “îïîðíûõ”
òî÷åê; ii cardKL , *

ii LL , 0l
j – çíà÷åíèå -

ôóíêöèè 0T  è jT  äëÿ l -é òî÷êè êðóãà jT ; l
kj–

çíà÷åíèå -ôóíêöèè kT  è jT  äëÿ l -é òî÷êè êðóãà

jT ; l
j– çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè äëÿ l -é òî÷êè

êðóãà jT ,
1
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ìåíòû l
j  êîòîðîãî ðàíæèðîâàíû ïî âîçðàñòàíèþ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îïðåäåëåíèÿ ïëîùàäè âçàèìíî-
ãî ïåðåñå÷åíèÿ êðóãà iT  ñ îáëàñòüþ )/( 0
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jT  è ãðàíèöåé îáëàñòè 0T .

Â ñëó÷àå, åñëè êðóã iT  ïåðåñåêàåòñÿ ñ îáëàñòüþ
)/( 0

2 TRcl  ïî îñè OX  è OY  îäíîâðåìåííî, íàïðè-
ìåð, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1,á, ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü
ôîðìóëó âèäà
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îïðåäåëåíèÿ ïëîùàäè ïåðåñå÷å-
íèÿ êðóãîâ iT  è jT  (ðèñ. 2):
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öåíòðàìè êðóãîâ iT  è  jT .

Ïóñòü 0frTfrTp iil .
Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè ïî-
ñòàíîâêè öåíòðà jO  ñëå-
äóþùåãî êðóãà jT , òàêîé
÷òî ôóíêöèÿ öåëè äîñòèãàåò â
ýòîé òî÷êå ñâîåãî ìèíèìóìà,
íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ïðÿìóþ,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó ilp  è
îáðàçóþùóþ óãîë  ñ ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè
OX  (ðèñ. 3).

Íà äàííîé ïðÿìîé íà ðàññòîÿíèè R  îò òî÷êè ilp
áóäåò íàõîäèòüñÿ èñêîìàÿ òî÷êà jO .

Ôóíêöèÿ öåëè â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä
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Ïóñòü jiil frTfrTp . Äëÿ íàõîæäå-
íèÿ òî÷êè ïîñòàíîâêè öåíòðà jO
ñëåäóþùåãî êðóãà jT  òàêîé, ÷òî ôóí-
êöèÿ öåëè äîñòèãàåò â ýòîé òî÷êå
ñâîåãî ìèíèìóìà, íåîáõîäèìî ïðî-
âåñòè áèññåêòðèñó óãëà , îáðàçîâàí-
íîãî êàñàòåëüíûìè ê îêðóæíîñòÿì

ifrT è jfrT  â òî÷êå ilp .
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Íà äàííîé áèññåêòðèñå íà ðàññòîÿíèè R  îò òî÷êè

ilp  áóäåò íàõîäèòüñÿ èñêîìàÿ òî÷êà jO .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ êðóãîâ sT , kT ,

rT , mIrks ,, , ''' mmm , òàêîé, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ kTint rTint ,  kTint sTint  è íàé-
äåòñÿ õîòÿ áû ïî îäíîé òî÷êå '

ilp  è ''
ilp ïåðåñå÷åíèÿ

êðóãîâ kT , sT  è kT , rT  ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå

íàõîäÿòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ðàäèóñà 
2
R

.

Ñëåäóþùèé êðóã jT  ðàçìåùàåòñÿ òàêèì îáðàçîì
(ðèñ. 4), ÷òî åãî öåíòð jO  èìååò êîîðäèíàòû
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Ôîðìèðóåì ìíîæåñòâî jU  öåíòðîâ jO  äîïóñòèìîé
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Øàã 8. Çàêàí÷èâàåì ðàáîòó àëãîðèòìà.
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