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ПРЕДИСЛОВИЕ  

Эту монографию можно рассматривать как иллюстрацию применения 

методов термодинамики необратимых процессов и статистической физики к 

одной из самых простых N-частичных систем - разреженному 

одноатомному газу. Бесструктурность частиц и разреженность такого газа 

позволяют полнее сконцентрировать внимание читателя на статистических 

закономерностях его поведения. 

В отличие от многочисленных монографий и учебников по статистической 

физике в настоящей монографии более подробно рассматривается 

неравновесное состояние газа и его эволюция к равновесию. Особое 

внимание при этом уделено описанию неравновесных состояний газовых 

систем, находящихся в условиях отсутствия локального равновесия 

(нелокальных систем). Локальный и нелокальный способы описания 

эволюции газового состояния рассматриваются как в рамках аппарата 

неравновесной термодинамики, так и на уровне решения кинетического 

уравнения Больцмана.  

От классических трудов по кинетической теории газов данная монография 

отличается последовательным физическим обоснованием наиболее важных 

методов решения уравнения Больцмана путем сравнения этих методов с 

приемами решения локальных и нелокальных задач в рамках неравновесной 

термодинамики.Такое сравнение ранее было проведено только для локальных 

проблем.  

Желание авторов сделать монографию доступной для начинающих и 

ограниченность ее объема привели к необходимости максимального 

упрощения математического аппарата, освобождения текста от 

несущественных, на наш взгляд, деталей расчетов и повторения аналогичных 

вычислений для разных кинетических коэффициентов. Эти сокращения были 

сознательно сделаны с целью более подробного освещения основной идеи 

неравновесной статистики - стремления замкнутой N-частичной системы к 

максимальному числу возможных состояний. Указанная мысль 

последовательно прослеживается для различных неравновесных ситуаций в 

разреженных газах как на термодинамическом, так и на статистическом 

уровнях описания.  

Применение теоретических методов иллюстрируется, в основном, на примере 

описания явлений переноса газов и их смесей в каналах мембран при 

произвольном отношении средней длины свободного пробега молекул в газе 

к характерному радиусу канала R.  
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В первой главе монография дается классификация режимов переноса газа, 

основанная на вариации двух независимых безразмерных величин: параметра 

разреженности d/(d- диаметр молекулы) и числа Кнудсена Кn = /R.Затем 

обсуждаются особенности решения уравнений детерминистической 

механики газовых атомов и статистических методов описания систем из 

большого числа частиц.  

Во второй главе излагается неравновесная термодинамика газовых систем. 

Поскольку объектом термодинамического рассмотрения в данном случае 

является разреженный газ, то изложение основных вопросов неравновесного 

состояния значительно упрощается и может быть предельно 

конкретизировано путем использования явного выражения для равновесной 

энтропии. Поэтому в начале второй главы дается вывод выражения для 

энтропии неравновесного газа в замкнутом объеме на основе подсчета числа 

допустимых квантовых состояний N-частичной разреженной системы, а 

затем из условия максимального числа состояний находится выражение для 

равновесной энтропии.  

Далее обсуждаются три варианта термодинамического описания явлений 

переноса газов, различающиеся между собой выбором подсистемы, в которой 

рассматривается баланс энтропии.  

Первый вариант в качестве такой подсистемы использует относительно 

малый объем газа, линейный размер rкоторого должен удовлетворять 

условию  « r « R (предполагается, что в кем устанавливается локальное 

равновесие). Данный случай соответствует локальной неравновесной 

термодинамике, область применимости которой ограничена малыми числами 

Кнудсена (Кn « 1). 

При произвольном режиме внутренних течений (0 < Кn < )локальное 

равновесие упомянутого типа нарушается. Однако при этом можно выделить 

класс задач, в которых длина области неравновесности вдоль направления 

переноса L много больше характерного поперечного размера R. В этом случае 

удобно применять второй вариант неравновесной термодинамики, в котором 

баланс энтропии рассматривается в малом элементе объема гетерогенной 

среды, например, в элементе длины канала. Линейный размер такого 

элемента должен удовлетворять условию R « r « L. Данный вариант сочетает 

в себе идеологию локальности (r « L, в малом элементе длины 

предполагается равновесие) и макроскопический подход (r » R, размер 

rявляется макроскопическим), поэтому его предложено называть 

макролокальной неравновесной термодинамикой. Наряду с традиционными 

кинетическими явлениями локальной термодинамики неравновесных 
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процессов (вязкость, теплопроводность, диффузия и термодиффузия) здесь 

появляются перекрестные эффекты теплового крина и механокалорического 

потока диффузионного скольжения и бародиффузии. 
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ГЛАВА 1. ГАЗООБРАЗНОЕ СОСТОЯНИЕ ВЕЩЕСТВА. 

Велико значение газообразного состояния различных веществ в жизни людей 

и в процессах окружающей нас природы. Прежде всего, воздух - смесь 

нескольких газов - является основной средой обитания живых существ на 

Земле. Дыхание - усвоение кислорода с выделением углекислого газа и паров 

воды - один из ключевых процессов жизнедеятельности большинства живых 

организмов. Газы все шире применяются и в разнообразных технологических 

процессах. В частности, магистральное направление научно-технического 

прогресса в современном информационном обществе - развитие 

вычислительной техники - требует все большей миниатюризации элементов 

памяти и управления. Для этого необходимы твердотельные структуры с 

размером отдельных элементов порядка нескольких диаметров молекул. 

Подобные структуры молекулярных размеров наиболее эффективно 

создаются с помощью газообразных пучков молекул. 

Чтобы лучше представить себе значение газовых технологий, рассмотрим 

основные направления их применения. 

1.1. Основные направления применения газовых технологий. 

Разделение изотопов. Основная трудность этой задачи состоит в том, что 

атомы изотопов одного химического элемента имеют очень похожие 

электронные оболочки и поэтому в химических реакциях проявляют себя 

практически одинаково. Слабое отличие в массе изотопов наиболее отчетливо 

проявляется в газовой фазе. Именно поэтому при промышленном разделении 

изотопов тяжелых элементов (например, урана) применяются только газовые 

технологии: разделительная диффузия в пористых перегородках или в 

центробежных машинах. 

Движение ракет и спутников в разреженных слоях атмосферы. С начала 

60-х годов, благодаря успехам ракетостроения и космонавтики, значительный 

импульс развития получила динамика разреженного газа. Особые трудности у 

ракетостроителей возникают из-за сильного нагрева оболочки ракет и 

космических кораблей. До сих пор не удается обойтись без частичной 

деградации оболочки летательных аппаратов при прохождении их с 

космической скоростью через плотные слои атмосферы. В такой ситуации, 

близкой к критической, особенно важной становится точность и качество 

предсказания поведения газа и оболочки космического корабля. В настоящее 

время теория взаимодействия газовых молекул с поверхностью летательных 

аппаратов позволяет предсказывать время жизни спутников, необходимую 

частоту подключения системы ориентации в пространстве и т.д. 
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Вакуумная техника. Общая тенденция в современных технологиях - 

повышение требований к чистоте материалов. Чистота веществ на уровне 10-6 

и выше все чаще становится необходимой не только в научных 

исследованиях, но и в заводских цехах. Без вакуумирования веществ в 

процессе изготовления такой чистоты, как правило, невозможно достичь. 

Поэтому вакуумная техника все более широко распространяется на 

металлургических и химико-технологических производствах. Традиционно 

вакуумная техника применяется в физическом приборостроении. 

С вопросами переноса газов приходится сталкиваться как конструкторам 

вакуумных агрегатов, так и технологам, применяющим вакуумную технику. 

Особенно подробного знания поведения газов требуют технологии с 

применением молекулярных пучков, когда из молекул конструируются 

различные сложные микроструктуры, элементы которых содержат сотни или 

тысячи молекул. 

Водородная энергетика. Будущее энергетики связывают с широким 

применением сжигания водорода и использованием термоядерного синтеза. 

Это также газовые технологии. Термоядерная плазма создается из газа с 

давлением порядка 10-3 от атмосферного. Один из способов разогрева плазмы 

- применение высокоэнергетического пучка отрицательно заряженных ионов 

дейтерия, нейтрализующихся поперечным молекулярным пучком. Разработка 

подобных технологий требует детального описания поведения газов в 

сложных условиях, определяемых задачами технологического процесса. 

Лазерная технология. При резке различных неметаллических материалов, в 

хирургии, в лазерном термоядерном синтезе широко применяются газовые 

CO2-лазеры. Они имеют рекордную мощность непрерывного действия 

порядка 105 Вт, обладают возможностью контроля мощности и 

распределения энергии в пространстве и во времени. Очевидно, что 

разработка таких лазеров и их применение требует глубокого знания 

вопросов кинетики газов. 

1.2. Газы как объект научных исследований. 

Рассмотрим теперь газообразное состояние веществ как объект научного 

исследования. Разреженность газов позволяет существенно упростить 

теоретическое описание их равновесных и кинетических свойств, поэтому 

изучение кинетики газов полезно для практического освоения методов 

статистической физики. 

Многие свойства газов могут быть описаны в рамках законов механики 

сплошных сред, одинаково справедливых как для газов, так и для жидкостей. 
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Однако, механика сплошных сред использует кинетические коэффициенты 

вязкости, теплопроводности, диффузии как феноменологические, то есть 

взятые из предварительно проведенных опытов. Теоретическое определение 

таких коэффициентов требует более подробного кинетического уровня 

описания. С другой стороны, механика сплошных сред имеет ограничения 

области применимости, обусловленные разреженностью газов. Это свойство 

газов приводит к возникновению целого ряда кинетических эффектов, 

которые не имеют адекватного описания в механике сплошных сред. 

Примерами таких явлений могут быть следующие эффекты, наблюдаемые 

при движении газовых смесей в пористых мембранах и регулярных каналах: 

1. Потоки газа через мембрану можно вызвать не только перепадом давлений 

на ней, но и с помощью создания перепада температуры или концентрации 

газовой смеси. 

2. Перепад давления газовой смеси не только является причиной потока 

частиц газа, но и вызывает диффузионный и тепловой потоки. 

Аналогичные явления можно наблюдать на малых макроскопических 

частицах (аэрозолях), помещенных в неоднородную газовую смесь. 

Например, градиенты температуры и концентрации в газе приводят к 

возникновению нескомпенсированных сил, действующих на частицу 

аэрозоля. В научной литературе до сих пор нередко появляются сообщения о 

новых кинетических явлениях в газах. Это связано с богатством содержания 

кинетического описания явлений переноса с помощью функции 

распределения, зависящей не только от координат, но и от квантового 

состояния молекул газа. 

1.3. Общая характеристика газовых частиц. 

Основой всех свойств газов, как и других агрегатных состояний веществ, 

являются характеристики составляющих их молекул. В рамках нашей книги 

мы ограничимся условиями, при которых молекулы химически инертны, и 

поэтому не будем интересоваться их электронным строением. Наибольшее 

внимание будет уделено так называемым инертным газам: He, Ne, Ar, Kr, Xe, 

молекулы которых одноатомны и имеют сферически-симметричное 

строение. Атомы этих газов представляют собой довольно прочные 

образования из ядер и электронов, которые можно возбудить и ионизировать 

только при энергии порядка нескольких эВ, что отвечает температуре порядка 

нескольких тысяч градусов. 

Для описания таких газов при более низких температурах можно отвлечься от 

электронной структуры составляющих газ частиц и описывать 

взаимодействие атомов на основе парной потенциальной функцииU(r), где 
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r - расстояние между центрами атомов. Типичный вид U(r) приведен на 

рис.1.1. 

ПАРНАЯ ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 

 

Рис.1.1. 

При этом, для очень широкого круга явлений вполне удовлетворительной 

является модель атомов, представляющая их как твёрдые сферы диаметром 

d. Многоатомныемолекулы, как правило, не обладают сферической 

симметрией, имеют вращательные и колебательные степени свободы. Однако 

результаты, полученные на основе сферически-симметричных потенциалов 

взаимодействия, удовлетворительно описывают широкий круг явлений и в 

многоатомных газах. Это связано с тем, что в макроскопических свойствах с 

равной вероятностью проявляют себя столкновения молекул с самой разной 

ориентацией. И только в опытах, где с помощью электрического или 

магнитного поля выделяется та или иная ориентация молекул, возникают 

специфические явления, которые не реализуются в одноатомных газах. 

Длина волны Де-Бройля для атомов и молекул при температуре, близкой к 

комнатной, составляет кв ~ 0.1 A ;
O
 (кв « d), поэтому и свободное движение 

молекул, и столкновения их друг с другом можно рассматривать в рамках 

классической физики. 

Классический характер вращательного движения молекул сохраняется вплоть 

до температур порядка 10 K. Колебательные степени свободы имеют 

существенно квантовый характер, но они возбуждаются и начинают 

проявлять себя только при достаточно высоких температурах порядка 
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нескольких тысяч градусов. Поэтому в основе нашего рассмотрения газов 

при умеренной температуре будет лежать классическое описание. 

1.4. Классификация газов по степени разрежения и режимам переноса. 

Одно из главных отличительных свойств газового состояния состоит в том, 

что газ занимает весь предоставленный ему объем V. В отличие от 

конденсированных тел, собственный объем всех молекул газа Vm « V. В 

эксперименте и технологической практике обычно имеют дело с 

определенным количеством газа, заключенным, как правило, в замкнутый 

объем (сосуд, колбу) с твердыми стенками. Такие ситуации относят к разряду 

внутренних задач. Нередко требуется рассматривать так называемые внешние 

задачи, когда бесконечный объем газа окружает какое-либо конденсированное 

тело. Но и в том, и в другом случае рассматриваемая система является 

многофазной. 

Свойства газа, его реакция на разнообразные воздействия будут в 

значительной мере определяться соотношением между характерным 

размером L ограничивающего твердого тела и размерами, характеризующими 

газ: размером молекул d и длиной свободного пробега  ~ 1/nd2 (здесь n - 

числовая плотность молекул газа). Из этих трех линейных размеров (L, d, ) 

можно составить два независимых параметра d/и /L. Второй параметр 

носит название числа Кнудсена (Kn = /L). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДЛИНЫ СВОБОДНОГО ПРОБЕГА 

 

Рис.1.2. 
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Отношение Vm/Vслужит мерой разреженности газа. Если мы имеем дело с 

газом, имеющим числовую плотность n и диаметр молекул d, то очевидно, 

что Vm = 4/3d3/8Vnили Vm/V=/6d3n. Заметим, что в качестве меры 

разреженности можно было бы взять и отношение диаметра d к длине 

свободного пробега . Найдем это отношение. 

Средняя длина свободного пробега может быть определена следующим 

образом. Рассмотрим траекторию полета избранной молекулы в сосуде (см. 

рис.1.2). Такая молекула столкнется со всеми молекулами, центры которых 

окажутся в цилиндре, ограниченном штриховой линией. Число молекул газа, 

попадающих в цилиндр длиной l есть nd2l. Среднее расстояние между двумя 

последовательными столкновениями, очевидно, может быть найдено как 

 
  

  
l

n d l n d n2 2

1 1
 

где  - сечение столкновений. Мера разреженности газа d/=nd, выраженная 

через длину свободного пробега, с точностью до постоянного множителя 

совпадает с параметром Vm/V. Если число Kn фиксировано, то можно менять 

разреженность газа d/: 

d/< 0.01 - газ разреженный (идеальный); 

d/~ 0.1-0.01 - газ умеренной плотности (нужны поправки на неидеальность); 

d/> 0.1 - плотный газ. 

Значения числа Кнудсена определяют режим явлений: 

Kn » 1 - свободномолекулярный режим (молекулы «бегают» от стенки к 

стенке, столкновениями молекул в объеме сосуда можно пренебрегать); 

Kn « 1 - вязкий (континуальный) предел; 

Kn ~ 1 - промежуточный режим. 

Очевидно, что два независимых параметра d/и Kn позволяют говорить о 

девяти различных режимах: 3 режима - для плотного газа, 3 - для 

разреженного, 3 - для газа умеренной плотности. 

Следует отметить, что наибольшие успехи достигнуты в понимании явлений 

в разреженных газах (d/ « 1), и им будет уделено основное внимание. 
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ГЛАВА 2. НЕРАВНОВЕСНАЯ СТАТИСТИЧЕСКАЯ 

ТЕРМОДИНАМИКА ГАЗОВ. 

2.1. Молекулярная динамика. Идея статистического описания. 

Чтобы максимально полно описать все возможные экспериментальные 

данные по поведению газов в различных условиях (потоки частиц и тепла 

под воздействием перепадов температур, давления и концентрации, 

молекулярные пучки, нестационарное поведение газов и т.п.), необходимо 

записать и решить систему механических уравнений Ньютона для N 

газовых частиц, участвующих в соответствующем процессе. Ускорение a-той 

частицы, движущейся в поле действия сил со стороны всех остальных 

частиц, будет равно 

 
 d t

dt m

a

a

2

2

1r
F  (2.1) 

где ra(t) - радиус-вектор а-той частицы (а=1... N) в момент времени t, m - 

масса частицы, Fa- равнодействующая всех сил со стороны остальных 

частиц. 

Предполагая упругое зеркальное отражение на стенках сосуда, будем иметь, 

что 

 
 

F
r

a

ab

ab a

U r
 







 (2.2) 

где U(r) - потенциальная энергия пары частиц a и b. Для бесструктурных 

частиц она зависит лишь от расстояния между частицами |rab| = |ra - rb|  rab. 

Однако при решении системы уравнений (2.1) возникают трудности. Во-

первых, выполнение такой программы расчетов для характерного в опытах 

значения N ~ 1020 не под силу современным ЭВМ. Во-вторых, 

экспериментаторы, как правило, никогда не обладают информацией о 1020 

начальных условий. 

Современные ЭВМ позволяют проследить за характером подобных решений 

для N  1000. Оказывается, что дальнейшее увеличение N в расчетах уже не 

приводит к принципиально новой информации. С другой стороны, начальные 

условия можно придумать и поварьировать. 

Каков же характер получаемых таким образом решений? 

Во-первых, численные эксперименты ясно показали, что знание 

индивидуальных траекторий частиц не существенно для изучения 

макроскопических свойств системы. Действительно, эти траектории 
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чрезвычайно неустойчивы, крайне нестабильны по отношению к 

малейшим изменениям начальных условий. 

Анализ таких траекторий дает мало полезной информации. Но после 

выполнения операции суммирования (например, для определения числа 

столкновений молекул с единичной площадкой в единицу времени или 

другой макровеличины, зависящей от большого числа частиц) полученные 

макроскопические свойства оказываются стабильными и практически не 

зависят от малых вариаций начальных условий. Так для задач с источником 

частиц, проработавшим в течение конечного промежутка времени в 

некотором замкнутом объеме, численный эксперимент показывает, что при 

очень широком наборе различных начальных условий, начиная с некоторого 

момента времени, частицы практически равномерно распределяются по 

пространству, а отношение числа частиц n(, ), имеющих модуль скорости 

в интервале от  до  + , к полному числу частиц N очень близко к 

нормированному гауссову интегралу 

 
 

 

 

n

N

d

d

e
 

  

  

 

 

,
exp

exp

~






















2 2

2 2

0

2 2

 (2.3) 

при n(, ) >> 1. В (2.3) параметр  оказывается следующим 

  
3

4

mN

E
 (2.4) 

где E
m a

a

N





 2

1 2
 - кинетическая энергия системы, которая в данной 

постановке определяется начальными скоростями частиц и остается 

постоянной. Отклонения 
 n

N

 ,
 от правой части (2.3) уменьшаются, когда 

N возрастает. 

Информация, подобная соотношению (2.3), типично статистическая. Она не 

претендует на точный результат для каждого отдельного эксперимента, но 

является хорошей аппроксимацией для большинства опытов. В частности, 

можно придумать начальные условия, которые не приведут к гауссовским 

распределениям при каких угодно больших временах t. Пример - частицы 

между двумя параллельными стенками, отражающиеся от них в строго 

перпендикулярном направлении. 
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Результаты расчетов наводят на мысль о том, как следует развивать 

теоретические методы исследования макроскопических систем, чтобы 

преодолеть упомянутые трудности. Во-первых, можно постулировать, что 

точные начальные условия (которые нельзя измерить) несущественны 

при вычислении макроскопических наблюдаемых. При этом 

детерминистическая задача с начальными условиями может быть заменена 

статистическими предположениями. Более того, часто применяют более 

сильное предположение о том, что движение частиц настолько нерегулярно и 

явно случайно, что может быть описано статистически без применения 

уравнений детерминистической динамики частиц. 

Для понимания сути статистического подхода в физике газов сравним его с 

проблемой предсказания результата при бросании монеты. Можно пытаться, 

задаваясь полными условиями движениями монеты в воздухе и при ударе об 

пол, описать с помощью механики всю траекторию движения монеты. Но 

можно ограничиться определением вероятности выпадения, например, 

«орла». Анализируя характер движения, можно прийти к выводу, что, 

благодаря множеству различных случайностей, влияющих на движение, и 

наличию плоскости симметрии монеты, нет никаких причин для того, чтобы 

вероятности выпадения «орла» или «решки» отличались друг от друга. Опыт 

подтверждает эти соображения. 

В качестве иллюстрации потенциальных возможностей статистических 

методов покажем, как сам Максвелл вывел свое знаменитое распределение. 

До Максвелла считалось, что все молекулы газа имеют одинаковую скорость. 

Он поставил задачу - найти реальное распределение частиц по скоростям для 

газа в равновесии. 

Обозначим через (x) плотность вероятности того, что для данной частицы 

x-компонента скорости лежит в интервале от x до x + dx. Так как в 

изотропном пространстве нет выделенного направления, то плотности 

вероятности для других компонент скорости описывает такая же функция 

(y) и (z). Введем плотность вероятности F того, что вектор скорости 

находится в интервале   + d. В силу отсутствия выделенного 

направления, такая функция может зависеть только от модуля ||: 

      F F F x y z      2 2 2  (2.5) 

Не найдя причин для наличия зависимости плотностей вероятности (x), 

(y), (z) друг от друга, Максвелл предположил их независимость, откуда 

следует, что 
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        F x y z x y z        2 2 2    (2.6) 

Здесь был использован тот факт, что вероятность одновременного 

осуществления независимых событий равна произведению вероятностей 

отдельных событий. 

Возьмем логарифмическую производную (2.6) по x: 
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Затем продифференцируем (2.7) по y: 

 










  

1
0

F

F

y









  (2.8) 

Интегрируя (2.8), получим 
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   (2.9) 

т.е. 
dF

F
d 2  , где  - постоянная интегрирования. 

Далее, интегрируя (2.9), имеем: 

 ln
F

A
  2  

или после потенцирования 

 F Ae 2  (2.10) 

Из условия нормировки определим A: 
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Поэтому (2.10) можно переписать в виде F e
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 (2.11) 

что действительно совпадает с численным экспериментом. 

Чтобы определить, учтем, что полная энергия системы N частиц может быть 

выражена через функцию распределения (2.11) следующим образом: 
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 (2.12) 

Отсюда 

  
3

4

Nm

E
 

или с учетом определения температуры 

 E NkT
m

kT
 
3

2 2
,   

Окончательно, для функции распределения молекул в равновесном состоянии 

имеем: 

 F
m

kT

m
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f

n
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exp  (2.13) 

где f0 - общепринятая функция Максвелла. 

Таким образом, используя инвариантность распределений относительно 

направлений скорости и предположение о независимости распределений по 

компонентам скорости, удалось получить равновесную функцию 

распределения частиц по скоростям, которая надежно подтверждается 

экспериментальными данными. 
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2.2. Основные понятия и определения статистической физики. 

2.2.1. Степень свободы. 

Говорят, что система имеет 3N степеней свободы, если не менее 3N 

переменных единственным образом определяют положение и ориентацию 

системы в пространстве. Эквивалентное утверждение состоит в том, что 

данная система имеет 3N и только 3N обобщенных координат. 

При подсчете степеней свободы необходимо учитывать связи между 

координатами. Например, шарик, движущийся вдоль проволоки, имеющей 

форму окружности, имеет одну степень свободы, так как x и y связаны 

уравнением. 

2.2.2. Фазовое пространство. Фазовая точка системы. Фазовая 

траектория. 

Пусть рассматривается газовая система из N частиц, заключенных в объеме 

V. Если частицы одноатомные, то система имеет 3N степеней свободы, если 

многоатомные с фиксированными расстояниями между атомами - 5N 

степеней свободы и т.д. Положение системы характеризуется координатами 

qi, где i пробегает значения от 1 до 3N для одноатомного газа. Для того чтобы 

полностью задать состояние системы, необходимо еще определить скорости 

или импульсы pi, соответствующие каждой координате qi. 

Различные состояния системы можно представить точками в так называемом 

фазовом пространстве, на координатных осях которого откладываются 

значения координат и импульсов всех частиц данной системы. 

Каждая система имеет свое собственное фазовое пространство, число 

измерений которого равно удвоенному числу степеней свободы. 

Каждая точка пространства соответствует определенномусостоянию системы. 

С течением времени состояние системыизменяется, а изображающая 

состояние системы точка фазовогопространства (фазовая точка системы) 

описывает в нем некоторуюлинию, называемую фазовой траекторией. 

2.2.3. Неустойчивость фазовых траекторий. 

Фазовая траектория системы чрезвычайно неустойчива. Чтобылучше понять 

это, оценим характерную частоту столкновений вгазе, занимающем объем 

V=1см3, при нормальных условиях. Водном кубическом сантиметре все 

молекулы вместе (N=2.71019)проходят за 1 секунду путь Nt, где t - тепловая 

скоростьмолекул. На этом пути при длине свободного пробега  произойдет 

N11 столкновений в 1 сек в 1 см3: 
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Это означает, что за время порядка 10-13 секунды две частицырезко изменят 

свою скорость, например, скорости поменяютзнаки. Соответственно фазовая 

точка системы должна довольнобыстро «скакнуть» из одного положения в 

другое. В среднемчерез каждые 10-29 секунды происходит новый такой 

скачок. 

2.2.4. Принципиальная ограниченность точности 

заданияначальных условий. 

При достаточно большом числе частиц траектории сложны, запутаны и 

сильно зависят от малейших изменений начальныхусловий. Достаточно 

изменить, например, начальную координатуодной частицы примерно на 4A ;
O
, 

и ее дальнейшая судьбарадикально изменится. Однако на практике не просто 

трудноуследить за координатами и импульсами отдельных частиц с 

такойвысокой точностью, но это невозможно сделать принципиально. 

Типичный эксперимент, связанный с изучениемнестационарного движения 

газа, например, состоит в том, что встенке вакуумного объема открывается 

клапан на время t, азатем определяют величину потоков частиц, давление 

итемпературу как функции времени в различных частях установки. 

Координата вылета частиц в этом случае задается снекоторой 

неопределенностью, связанной с конечным размеромотверстия. Если размер 

отверстия уменьшать до величины порядкаразмера молекул, то становится 

заметным броуновское движениетакого отверстия в стенке, что порождает 

дополнительнуюнеопределенность координат. Как бы мы ни готовили 

частицы сточки зрения импульса, нам также не удастся задать его точно, хотя 

бы из-за того, что стенки любого устройства, в которомготовится пучок 

молекул, состоят из атомов, находящихся втепловом движении, и это всегда 

будет вносить некоторуюпогрешность в значение импульса. 

Таким образом, методы предсказания поведения газовыхсистем во времени, 

основанные на детерминистической механикечастиц, связаны с 

недостижимой абсолютной точностью задания qi и pi отдельных частиц. 

Задачи расчета динамики систем дляточно определенных начальных условий 

не имеют аналога вэкспериментальной практике и не представляют 

большогоинтереса. 



18 

 

Следовательно, для предсказания поведения системы многихчастиц 

необходимо решать специфическую задачу описания системыс начальными 

условиями, «размазанными» по некоторой областифазового пространства. 

2.2.5. Вероятностное задание начальных условий ивероятностное 

описание эволюции газовогосостояния. 

Для решения подобных задач естественно ввести вероятностьреализации 

тех или иных начальных условий. В этом случае осостоянии системы через 

время t мы сможем говорить только ввероятностном смысле. Вероятность 

начального состояния q p q p dq dpN N N1

0

1

0

3

0

3

0

1

0

3

0, , ,  , очевидно, будет 

равнавероятности застать систему через время t в состоянии

    q t p t dq dpN N1 3 1 3, ,  , где q1(t),,p3N(t) -динамическая траектория с 

начальной точкой  q p N1

0

3

0, , . Такимобразом, для решения задач с 

«размазанными» начальнымиусловиями вводится понятие N-частичной 

функции распределения, так что произведение 

  f q q p p t dq dqN N N1 3 1 3 1 3, , , , , ,    

представляет собой вероятность нахождения системы в интервалезначений 

dq1,,dp3N около фазовой точки (q1,,p3N) вмомент времени t. 

В пределе нулевой «размазанности» начальных условийфункция fN(0) будет 

выражаться через произведение -функцийДирака 

 fN(q1, , q3N, p1, , p3N, 0) = (q1 - q1;  
0
)(p3N - p3N;  

0
) 

а через время t, очевидно, функция распределения примет вид 

 fN(q1, ,  p3N, t) = [q1 -q1(t, q1;  
0
)][p3N - p3N(t, p3N;  

0
)] 

т.е. функция распределения будет отлична от нуля только нафазовой 

траектории. 

В этом пределе введение функции распределения становитсябесполезным, но 

остается корректным. 

2.2.6. Статистический ансамбль. 

Для того, чтобы удобнее было следить за совокупностьютраекторий, 

связанной с «размазанностью» начальных условий, таобласть фазового 

пространства, где fN(0)  0, разбивается надостаточно большое число частей 

M. В каждом элементе фазовогообъема, получившемся при таком разбиении, 

например, в егоцентре, выбирается фазовая точка S. Причем 

разбиениепроизводится так, чтобы плотность D( q1;  
0
, ...,  p3N;  

0
, 0) 

фазовыхточек Si была пропорциональна fN(q1, ,  p3N, 0). 
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Совокупности фазовых точек Si соответствует совокупностьсовершенно 

идентичных физических систем, отдельные системыкоторой отличаются 

только начальными условиями. Такуювоображаемую совокупность 

одинаковых систем называютстатистическим ансамблем. 

С течением времени каждая фазовая точка Si будетперемещаться по фазовому 

пространству, образуя траекторию. 

Совокупность фазовых точек Si, в начальный момент 

временисконцентрированная в области «размазанности» начальныхусловий, с 

течением времени расплывется по всему фазовомупространству. Координаты 

любой частицы газа заключены впределах заданного объема V, а импульсы - в 

основном впределах 0  3 p;
_

, где p mE N 2 . 

С каждой точкой Si(t) связана вероятность 1/M, одинаковаядля всех M точек, в 

силу того, что разбиение областиразмазанности мы проводили 

пропорционально fN(0). Поэтому поплотности фазовых точекD(q1, ,  p3N, t), 

достигнутой к моментувремени t, можно, очевидно, судить о 

вероятностисоответствующего состояния. 

2.2.7. Уравнение Лиувилля Т-частичной системы. 

Найдем уравнение, которому подчиняются функцииD(q1, ,  p3N, t) и fN(q1, 

,  p3N, t). Для этого заметим, чтотраектории различных систем 

статистического ансамбля не могутпересекаться. Иначе говоря, через любую 

точку физическогопространства может проходить только одна траектория. 

Этоследует из единственности решения динамической задачи призаданных 

начальных условиях. 

Действительно, предположим, что две различных траекториипересеклись в 

момент t. Принимая этот момент за начальный, получим единственную 

траекторию как для прошлых, так и длябудущих событий. Следовательно, 

пересечение невозможно. 

Отсюда вытекает, что число изображающих системыстатистического 

ансамбля точек не может меняться, то естьдолжен быть справедлив закон 

сохранения фазовых точек. Еслизаписать этот закон в дифференциальной 

форме, то получиманалог уравнения непрерывности: 

 




D

t
D  u 0  (2.14) 

Здесь  есть 6N-мерный оператор дивергенции с проекциями/qi, /pi, а 

u = u(q1;
.
 , , p;

.
;    3N ) есть вектор скорости вдольдинамической траектории. 

Выразим u через гамильтониан задачи 
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2
 (2.15) 

где      q q q q q q qij ix jx iy jy iz jz     
2 2 2

 -расстояние между частицами. 

Для простоты здесь не учитывается взаимодействие газа состенками объема. 

Можно ожидать, что такое пренебрежение неприведет к ошибкам при 

описании газовых систем с малымичислами Кнудсена. При этом следует 

иметь в виду, чтодальнейший вывод уравнения Лиувилля не чувствителен 

кконкретному выражению для гамильтониана. Описание поведениягаза при 

произвольных числах Кнудсена требует болееаккуратного учета движения 

атомов газа в полеприповерхностных сил, создаваемом частицами твердого 

тела.Наиболее общий гамильтониан должен включать кинетическую 

ипотенциальную энергию взаимодействия атомов твердого тела, атакже 

потенциальную энергию парного взаимодействия атомов газаи твердого тела. 

Уравнения движения частиц, выраженные через гамильтонианзадачи, имеют 

вид: 

 q
H

p

p

m
i

i

i 



 (2.16) 
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Уравнения (2.16), (2.17) позволяют конкретизироватьвектор u в (2.14): 
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 (2.18) 

Здесь использовано, что для произвольного H 
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 (2.19) 

Таким образом, уравнение сохранения фазовых точек (2.14)можно записать в 

виде: 
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0  (2.20) 
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Левая часть выражения (2.20) представляет собой не чтоиное, как полную 

производную по времени от функции плотноститочек dD/dt, что 

соответствует постоянству плотности точек, изображающих системы 

ансамбля, вдоль фазовых траекторий. 

Уравнение (2.20) носит название уравнения Лиувилля. Таккак N-частичная 

функция fN~D, а уравнение (2.20) линейное иоднородное, то ясно,что в (2.20) 

вместо D можно подставитьfN. Это уравнение часто можно встретить в виде, 

более явноучитывающем уравнения движения, 
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3

0,  (2.21) 

где [fN, H] - скобки Пуассона. 

Следует подчеркнуть, что до тех пор, пока речь идет обуравнении Лиувилля, 

применение дифференциалов основано наусловии, что dqiявляется 

величиной, много меньшей размераатома, так как столкновения 

описываются, включая все деталитраекторий частиц. 

При выводе (2.20) никаких предположений статистическогохарактера не 

делалось. В частности, уравнение (2.20), такжекак и уравнения (2.16), (2.17), 

инвариантно по отношению ксмене знака времени. Уравнение (2.20) может 

заменить уравнениядвижения (2.16), (2.17) без потери информации. 

2.2.8. Уравнение Лиувилля для независимых подсистем. 

Хотя с точки зрения физики N-частичная функцияраспределения - довольно 

простое понятие, но следить за 6Nобобщенными координатами и находить 

суммы с 6N-членами - дело «невеселое» даже при наличии ЭВМ. Однако в 

действительностиприрода взаимодействия большого числа частиц гораздо 

менеесложна. Во-первых, когда ищется поле потенциала, в которомдвижется 

одна частица, то ввиду того, что U(qij) резко убываетдо нуля приqij > 2  3d, в 

сумме надо оставлять всего несколькочленов для конденсированных тел, а 

для разреженных газов -всего одно слагаемое. 

Область физического пространства, в которой великавзаимозависимость 

разных частиц, сравнительно мала и включаетв себя примерно 1000 частиц и 

менее для конденсированных тел идоходит до одной частицы для достаточно 

разреженных газов. 

Учитывая это, попробуем получить уравнения Лиувилля дляотдельных 

независимых частей нашего рассматриваемого объемагаза V. 

Разделим объем V на K независимых равных частей -подсистем. Их 

независимость можно приближенно обеспечить, взявэти отдельные части 
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сравнительно большими, так что энергиявзаимодействия атомов внутри 

каждой части будет гораздо большеэнергии поверхностного взаимодействия 

между разными частями.При наличии независимости, очевидно,N-частичная 

функцияраспределения должна быть представима в виде произведения K 

функций распределения для этих отдельных частей 

        f q p t f q p t f q p t f q p tN N N K l

l

N K

l

K

K

N K

K

1 3 1 1

1

3

1

1 3 1 3, , , , , , , , , , , ,      (2.22) 

Подставим (2.22) в (2.20) 
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Объединяя (2.23 - 2.25), получим: 
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Так как все K частей системы независимы, то, очевидно, все члены внешней 

суммы по отдельности должны обращаться в 0. Это приводит к уравнению 

Лиувилля для l-ой части: 
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2.2.9. Одночастичное уравнение Лиувилля. 

Описанное выше разбиение для конденсированных системможно проводить 

вплоть до очень малых подсистем (100 - 1000 частиц), и только последующее 

разбиение будет приводить кпоявлению значительных корреляций между 

подсистемами. Этопроверено прямыми расчетами на ЭВМ. В пределе 

разреженногогаза все частицы становятся независимыми (K=N), и 

уравнение(2.27) можно записать для одночастичной функции 

распределенияf1(p, q, t): 
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или в обозначениях кинетической теории газов: 
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 (2.29) 

Здесь  F F r  i ij i

j

U r   - сила, действующая на i-тую частицу со 

стороны остальных частиц. 

Каков физический смысл выражения (2.28)? Во-первых,следует обратить 

внимание на то, что частицы неразличимы ипоэтому все fi одинаковы, и 

все, что говорится о функциираспределения первой частицы, можно отнести 

к любой другойчастице. Во-вторых, рассмотрим изменение функции 

распределениявдоль траектории движения частицы r(t), обусловленной 

полемсил F (см. рис.2.1). Здесь мы переходим от фазовогопространства (r,) 

к физическому пространству (r), и поэтому врассуждениях фиксирована 

скорость . Вдоль траектории =r, a=, a=F/m. Найдем разность 

вероятностей обнаружить частицу вэлементах физического объема возле 

точек траектории M и M вмомент времени t и t+t, соответственно, для 

фиксированных 

ТРАЕКТОРИЯ ДВИЖЕНИЯ ЧАСТИЦЫ ГАЗА 

 

Рис.2.1. 

интервалов скорости: связанных уравнением движения частиц в поле сил: 

 [f1(r+t, +at, t+t) - f1(r, , t)]drd 

Разлагая вряд Тейлора первый член получим: 
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что пропорционально (2.29). Видно, что левая часть (2.29)действительно 

представляет собой скорость изменениявероятности f1 вдоль 

траекториидвижения частицы, а уравнениеЛиувилля (2.29) говорит о 

неизменности этой вероятности вдольтраектории. Функция f1(r,,t) 

является, конечно, более «спокойной» функцией времени, чем fN. Частоту 

резких измененийзадает сила F(t), которая определяется частотой 

столкновенийодной избранной частицы газа с остальными, эта частота 

имеетпорядок 



t   10 10 105 5 10 1см

с
см с  для нормальных условий. 

 

2.2.10. Равновесная функция распределения. 

Если первоначально возмущенную замкнутую систему частиц предоставить 

на достаточное время самой себе (например, впрыснуть N частиц в 

вакуумную камеру и проводить наблюдение), то в системе с течением 

времени наступает так называемоеравновесие, при котором основные 

макроскопическиехарактеристики системы (давление p, температура T, 

плотностьстолкновений частиц друг с другом и со стенками и т.д.)перестают 

зависеть от времени. 

Естественно ожидать, что и N-частичная функция перестаетв этом случае 

явно зависеть от времени. Проблема состоит втом, чтобы найти вид N-

частичной функции распределения, ккоторому тяготеет замкнутая система с 

течением времени. Хотяясно, что решение «в лоб» такой задачи должно 

опираться науравнение Лиувилля, ввиду большой сложности операций с 

этимуравнением воспользуемся рассуждениями Гиббса. 

Каким образом в равновесном состоянии можно обеспечитьdfN /dt = 0? Ведь 

происходит очень большое число столкновений,подчиняющихся строгой 

логике механических уравнений движения.У Гиббса возникла мысль: «А не 

поискать ли такую возможность взаконах сохранения энергии, импульса и 

момента импульса?» Именно эти законы обеспечивают независимость 

некоторыхаддитивных величин от времени для замкнутых систем, 

несмотряна их возможную чрезвычайную сложность. (Например, 

дляидеального газа такой величиной является полная энергия E
m i
2

2
). 

Противоречие между развитием системы в соответствиис уравнениями 
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движения и независимостью функций распределенияот времени можно 

снять, если fN будет зависеть от pi, qiтолько через полную энергиюE. 

С другой стороны, разбиение системы на две такиедостаточно большие 

части, что энергией их взаимодействия можнопренебречь по сравнению с 

энергией частей, приводит кфакторизации функции распределения полной 

системы: 

      f q p q p f q p f q pN N N N N N N1

1

3

1

1

2

3

2

1

1

3

1

1

2

3

2

1 2 1 1 2 2
, , , , , , , , ,     

 N1 + N2 = N (2.31) 

Это отражает независимость f N1 и f N2 , и, следовательно, наоснове (2.31) 

можно записать, что 

 ln ln lnf f fN N N 
1 2

 (2.32) 

Таким образом,N-частичная функция распределенияравновесной системы не 

только не зависит явно от времени, но илогарифм ее является аддитивным 

(характеристика целой системыравна сумме соответствующих характеристик 

ее частей). 

В механике показывается, что существует всего 7независимых аддитивных 

величин, являющихся функциями координати импульсов частиц системы и 

остающихся постоянными, несмотряна их взаимодействие. Это полная 

энергия E, суммарный импульсP(3 компонента) и суммарный момент 

количества движения M (3компонента). Как правило, имеют дело со 

статистическимисистемами, покоящимися в лабораторной системе координат, 

когдаP = 0, M = 0. Тогда E = E(q1,,p3N) остается единственнойпостоянной 

величиной, или, как говорят, единственныминтегралом движения. 

Следовательно, в этом случае функцияраспределения в равновесии может 

зависеть от координат иимпульсов только через E(q1,,p3N): 

   f f E q pN

равн

N

равн

N 1 3, ,  (2.33) 

Более того, чтобы обеспечить аддитивность ln f N
равн , необходимо, чтобы 

lnfNлинейно зависел от E, т.е. 

  ln ln , ,f Z E q pN

равн

N     1 3  (2.34) 

где Z и  - некоторые константы. Следовательно, 

  
 

f q p
e

Z
N

равн

N

E q p N

1 3

1 3

, ,

, ,









 (2.35) 

Постоянная Z определяется из условия нормировки 
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Z e dq dq
E q p

N
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 1 3

1 3

, ,
 (2.36) 

и носит название статистического интеграла. 

Для идеального газа бесструктурных частиц E m i

i

N

 2
3

2и(2.35) 

действительно разбивается на 3N множителей, каждый изкоторых связан с 

компонентами скорости одной частицы. 

  f q

e

Z
Z m ZN

равн

N

m

i

N

N

i

1 3

2
3

3

2

, , , 



  






 (2.37) 

Выделив из (2.37) одночастичные множители, получим: 

 f

e

Z

равн

m

i

N

i

1

2
3

2






 

 (2.38) 

Произведение N функций (2.38) будет представлять собойN-частичную 

функцию распределения fN. 

Сравнивая (2.38) с (2.4), (2.3) (численный эксперимент)видим, что константа 

 связана с кинетической энергиейсистемы, приходящейся на одну частицу, 

т.е. с температурой: 

 
m mN

E

N

E kT


 

2

3

4

3

2

1
   ,  (2.39) 

В соответствии с определением статистического интеграла 

 Z dq dq e d e d V
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m
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 (2.40) 

Таким образом, (2.38) с учетом (2.39), (2.40) дает, что 

 f V
m

kT
eравн

m

kT
1

1

3

2
2

2

2



















 

Это распределение Максвелла, которое ранее было получено наоснове 

других предположений (независимость функцийраспределения по 

компонентам скорости и изотропностьнаправлений). 

Обычно в кинетической теории газов принимается нормировкане на одну 

частицу, а на N частиц в объеме V, и тогда, f N V nравн

1 ~  , т.е. 
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  (2.41) 

Если гамильтониан системы частиц газового иликонденсированного 

состояния вещества можно представить в виде 

  H E
m

U ri

i

N

ij

j i

N

   


2

2
 (2.42) 

то подставляя (2.42) в выражение (2.35) для f N
равн , нетрудноубедиться, что 

функция распределения представима в видепроизведения функций только от 

скоростей частиц i и функцийтолько от координат. Вычисления с U(rij) 

достаточно сложны, ночлен, зависящий от скорости частиц, всегда одинаков 

и имееттакой же вид, как для разреженных газов. Отсюда следует 

важныйвывод, что равновесное распределение по скоростям частиц 

любойсреды с гамильтонианом типа (2.42) является максвелловским. 

Вчастности, если газовая частица сталкивается с поверхностью, то она 

вступает в контакт с атомами, распределенными всоответствии с 

максвеллианом. Эти столкновения являютсяпричиной установления 

равновесия газа со стенками объема, вкотором он находится. 

N-частичная функция распределения для любых молекулярныхсистем и, 

соответственно, одночастичная функция распределенияf1(r,, t) для 

разреженных газов дают практически исчерпывающуюинформацию. С 

помощью fN можно найти любуюмакрохарактеристику, например, среднюю 

суммарную энергиючастиц - внутреннюю энергию, можно найти среднюю 

силу, действующую на стенки сосуда, и, следовательно,давление, атакже 

вычислить средний логарифм функции распределения - такназываемую 

энтропиюS f f f dq dpN N N N   ln ln 1 3 , котораяимеет особое значение 

для понимания главных тенденций развитиянеравновесных процессов. 

Однако в классической постановке невозможно понять всесвойства энтропии, 

в частности, ее стремление к 0 при T  0. Энтропию в классической физике 

находят только с точностью допроизвольной постоянной, так как при ее 

определении беретсялогарифм размерной величины. Эти недостатки 

приводят к тому, что для большинства обучающихся физике, энтропия 

взначительной степени остается вещью в себе, чем-то загадочным, 

характеризующим порядок или меру беспорядка в системе. Толькона языке 

квантовой механики все встает на свои места, аэнтропия приобретает 

прозрачный физический смысл. 
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2.3. Неравновесный процесс как эволюция систем кнаиболее вероятному 

макросостоянию. 

2.3.1. Квантовомеханические энергетические уровничастицы в 

потенциальном ящике. 

Рассмотрим стационарное квантовомеханическое движениечастицы газа в 

объеме V. Для простоты будем полагать, чтообъем V представляет собой 

прямоугольный параллелепипед состоронами a, b, c. Учитывая тот факт, что 

стенки являютсянепроницаемыми для частицы, будем считать, что в пределах 

0<x<a, 0<y<b, 0<z<c (т.е. внутри объема) потенциал U=0, а награницах он 

обращается в бесконечность и равен бесконечностивезде за пределами 

объема V. Внутри объема V волновая функциячастицы (x, y, z) подчиняется 

уравнению Шредингера 

  
 



 



 




2

2

2

2

2

2 2 1

2
0

x y z

m
E x y z   


, ,  (2.43) 

где - постоянная Планка,E1 - полная энергия частицы. 

На границах объема (x, y, z)=0. 

Будем искать решение (2.43) в виде: 

 (x, y, z) = X(x)Y(y)Z(z) (2.44) 

Подставляя этот вид (2.44) в уравнение Шредингера (2.43) иделя на , 

получим: 
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Слагаемые этого уравнения зависят, соответственно, только отx, или от y,или 

от z и поэтому должны быть постоянными.Обозначая их через - 2, - 2, - 2, 

получим 

 
2
2 1

2 2 2m
E


      

      















2

2

2
2

2

2
2

2

20 0 0
X

x
X x

Y

y
Y y

Z

z
Z z     , ,  

Граничные условия: X(0, a)= 0, Y(0, b)= 0, Z(0, c)= 0. 

Решение имеет вид: 

 X(x) = Acos x + Bsin x 
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Из условия X(0)=0 находим, что A=0. Второе граничное условиепозволяет 

найти : X() = 0 = B1sin a,  = k1 /a, где k1 = 1, 2, 3- квантовое число, 

характеризующее движение вдоль оси x. Подставляя в общее решение 

значения констант, имеем 

 X(x) = B1sin k1 x/a 

Решения для Y(y) и Z(z) совершенно аналогичны, поэтому 

  
  

x y z B
k
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k

b
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k

c
z, , sin sin sin































1 2 3  (2.45) 
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 (2.46) 

Найдем характерные значения квантовых чисел для E1 ~ kT для комнатной 

температуры T (пусть a=b=c=1 см, и введем k k k k2

1

2

2

2

3

2   ): 

 k
kT ma2

2

2 2

16 23

2 54

162 138 10 300 2 10 1

314 6 10
10

    

 


 

 
~
.

.
 

 k  108 

Относительное расстояние между уровнями при E1  kTE/E~10-8. Очевидно, 

что в этом случае для достаточно больших k можноприменять методы 

дифференциального исчисления. 

На каждую степень свободы, характеризующуюся квантовымчислом ki, будет 

приходиться треть общей энергии, поэтомупорядок ki тот же самый - 108. 

Квантовые числа независимы, следовательно, общее число возможных 

состояний, ограниченныхэнергией ~kT, составляет 1  k1 k2 k3  1024 для V=1 

см3. 

Поэтому ясно, что, заполняя объем V газовыми частицами(при нормальных 

условиях плотность частиц n ~1019 см-3), мыпрактически всегда будем иметь 

дело со случаем, когдаотношение числа частиц N к числу 1  всех возможных 

состоянийодной частицы (ограниченных энергией ~ kT) 

 N/1 « 1 (2.47) 

2.3.2. Энергетическая плотность числа состоянийодной частицы в 

потенциальном ящике. 
Для более аккуратных расчетов числа квантовых состоянийчастицы в 

потенциальном ящике введем понятие плотности числасостоянийG(E1), так 

что G(E1)dE1 дает число различныхквантовых состояний, принадлежащих 

интервалу энергии от E1 доE1+dE1. 
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Для того чтобы найти G(E1)dE1, рассмотрим фазовоепространство квантовых 

чисел нашей задачи, отнесенных к соответствующему линейному размеру (a, 

b, c) потенциального ящика (см. рис.2.2). Каждый узел такого пространства 

соответствует волновому вектору k = k(k1, k2, k3) или, другими словами, 

определенному состоянию частицы. 

ФАЗОВОЕ ПРОСТРАНСТВО КВАНТОВЫХ ЧИСЕЛ 

 

Рис.2.2 

В этом фазовом пространстве поверхность фиксированного значения энергии 

представляет собой сферу радиуса R, уравнениекоторой имеет вид 
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 (2.48) 

Каждому состоянию отвечает один параллелепипед - ячейка вфазовом 

пространстве. Поэтому, чтобы найти число состояний, приходящихся на 

шаровой слой от R до R+dR, надо объем слояразделить на объем ячейки 

фазового пространства: 
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 (2.49) 
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, ,  

Найдем общее число квантовых состояний, приходящихся наэнергии от 0 до 

3kT/2 = E/N: 
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 (2.50) 

Найдем фазовый объем одной частицы, находящейся в объемеV, в 

соответствии с классическим подходом: 
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         (2.51) 

Сравнивая выражения для классического фазового объемаодной частицы и 

числа состояний этой частицы в интервалеэнергии от 0 до 3kT/2, видим, что 

они отличаются на множительh3 = (2)3, который определяет в соответствии 

с соотношениемГейзенберга объем неопределенности одновременного 

заданияимпульса и координаты частицы: 

 pxpypzxyz  h3 

2.3.3. Постановка задачи для системы N частиц впотенциальном 

ящике. 

Перейдем теперь к системе N частиц. Предположим, что N частицами с 

суммарной энергией E мы заполнили объем V.Предположим также, что 

частицы равномерно распределены попространству, но, вообще говоря, 

имеют неравновесноераспределение по энергии. 

Если энергия взаимодействия частиц мала по сравнению скинетической 

энергией, а число частиц N в системе много меньшечисла состояний одной 

частицы 1 для E1<E/N, то движениечастиц в потенциальном ящике 

происходит по законам, справедливым для одиночной частицы. Условие 

N « 1 предотвращает сугубо квантовомеханическое обменное 

взаимодействие частиц. Роль сравнительно редких столкновений частиц друг 

с другом заключается в переброске частиц из одного состояния с заданным 

волновым вектором k в другое состояние свектором k. Хотя энергия 

взаимодействия частиц мала, ноименно она обеспечивает механизм прихода в 

равновесие, иначечастицы всегда имели бы ту энергию, при которой они 

быливнесены в объем V. 
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Наша задача состоит в том, чтобы, во-первых, определитьнаправление 

неравновесных процессов в такой системе, связанныхс перераспределением 

энергии между частицами, а, во-вторых, найти распределение по энергиям, 

которое установится стечением времени в рассматриваемом объеме. 

Для описания системы N частиц в квантовой статистикепространственно 

однородных систем вводят вероятность k k1 N
того, что одна частица 

находится в состоянии с волновымвектором k1, другая - с вектором k2 и т.д. 

Другими словами, k k1 N
 есть вероятность застать систему в состоянии 

снабором волновых векторов k1kN всех ее частиц. 

Ввиду того, что суммарная энергия частиц ограничена, очевидно, что 

k k1
0 N

 , если модуль волнового векторакакой-либо частицы 

k a mE Ni   2 . Таким образом, можнозаключить, что вероятности 

состояний системы N частиц будут, вообще говоря, зависеть от энергий 

отдельных частиц. 

 

2.3.4. Определение вероятности фиксированного состоянияN-

частичной системы при заданном распределениичастиц по энергии. 

Для дальнейших рассуждений будем полагать, чтораспределение частиц по 

энергии задано следующим образом. Весьинтервал энергий разобьем на 

достаточно большое число частей иобозначим через Nj число частиц 

системы, приходящихся на j-тыйинтервал энергии E1 ;   
j
. В этом случае 

говорят, что заданомакросостояние системы. Заданному интервалу энергии 

E1;    
j
соответствует определенный шаровой слой пространства волновых 

векторов одной частицы. Обозначим через Gj число ячеек(состояний 1-ой 

частицы) в этом шаровом слое. Рассмотримподсистему выделенных частиц 

одной энергии (от E1 ;   
j
 до E1 ;   

j
+E1 ;   

j
) собщим их числом Nj. Так как все 

выделенные частицы обладаютодной и той же энергией, то отсутствуют 

причины предпочтениячастицами того или иного состояния из их общего 

числа Gj вшаровом слое. Поэтому разумно принять 

следующеестатистическое предположение:все состояния j-ой 

подсистемычастиц, получаемые путем конкретного размещения Nj 

частиц поGj состояниям, являются равновероятными. Этот 

постулатпозволяет для j-ой подсистемы найти вероятность находиться 

водном из своих равновероятных состояний. Действительно, общеечисло 

состояний этой подсистемы должно быть равно числуфизически различных 

способов, которыми можно занять Gj ячеекNj частицами. 
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Обозначим число таких способов через j, тогдавероятность j-ой подсистемы 

находиться в одном из своихвозможных j состояний, очевидно, есть 

  j

j


1


 (2.52) 

Так как все рассматриваемые подсистемы независимы, товероятность полной 

системы находиться в одном из своихвозможных состояний будет 

определяться через произведениевероятностей для подсистем: 

  k k1

1 1
 N j

j j

j

  



 

 (2.53) 

Здесь   j

j

есть число возможных состояний полной системыдля 

заданного распределения частиц по энергии. Каждоевозможное состояние 

системы N частиц соответствует конкретномуразмещению этих N частиц по 

квантовомеханическим состояниямодночастичной задачи. Заданное таким 

максимально подробнымобразом состояние N-частичной системы 

называютмикросостоянием. Как правило, столь детальное описание 

системычастиц является излишним и вполне достаточным 

оказываетсязадание крупнозернистого распределения частиц 

поэнергетическим интервалам E1;    
j
. Такое крупнозернистоераспределение 

по энергиям или по скоростям и координатамчастиц называют 

макросостоянием. Каждому заданномумакросостоянию отвечает 

определенное число  возможныхсостояний N-частичной системы 

(микросостояний). 

2.3.5. Эволюция систем многих частиц к максимальномувозможному 

числу микросостояний. 

В результате столкновений частиц друг с другомреализуются всевозможные 

прицельные расстояния, самые разныезначения импульса и энергии. Поэтому 

естественно предположить, что в результате таких беспорядочных 

столкновений частицсистема стремится использовать все предоставляемые 

ейвозможности. При этом распределение частиц по энергиистремится к 

такому распределению, которое обеспечило бынаибольшее число возможных 

состояний . В соответствии супомянутым выше предположением, любая 

неравновесная системаимеет совершенно определенное направление 

развития в сторонубольших значений . На основе этой логики можно также 

прийти кболее глубокому заключению о том, что развитие 

неравновеснойсистемы должно идти так, чтобы d/dt было максимально. 
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Этоозначает, что на каждом временном шаге происходит переход 

кэнергетическому распределению, обеспечивающему 

максимальноеувеличение числа возможных состояний, доступное для 

даннойсистемы в данный промежуток времени. Ограничения по 

скоростиизменения  связаны с конечной скоростью процессов переноса 

иобмена энергией и импульсом. 

2.3.6. Число возможных микросостояний системы призаданном 

распределении частиц по энергии. 

Проведем теперь детальный расчет числа возможныхсостояний полной 

системы. Сначала найдем число возможныхсостояний j-ой подсистемы j, 

которое может быть определенокак число различных способов размещения Nj 

одинаковых частицпо Gj ячейкам при условии Nj « Gj. Это число способов 

найдемпутем следующих рассуждений. Одну частицу по Gj ячейкам 

можноразместить Gj способами. Две частицы по Gj ячейкам 

можноразместить Gj(Gj - 1) способами, три частицы - 

Gj(Gj - 1)(Gj - 2)способами и т.д. Наконец Nj частиц 

размещаютсяGj(Gj - 1)(Gj - Nj + 1) способами. Однако простая 

перестановканеразличимых частиц (замена такого типа, когда 1-я и 2-

ячастицы меняются местами) не является физически значимой.Число всех 

таких возможных перестановок равно Nj!. Поэтомучисло возможных 

физически различных состояний в j-тойподсистеме можно записать 

следующим образом: 

 
   

 j
j j j j

j

G G G N

N


  1 1

!
 (2.54) 

Умножая числитель и знаменатель (2.54) на (Gj - Nj)!,получим: 

 
 

 j
j

j j j

G

N G N




!

! !
 (2.55) 
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РАЗМЕЩЕНИЕ ОДНОЙ ЧАСТИЦЫ ПО ТРЕМ ЯЧЕЙКАМ 

 

Рис.2.3. 

Нетрудно убедиться в справедливости выражения (2.55) вчастных случаях. 

Действительно, найдем число размещений однойчастицы по трем ячейкам:

 
 




3

1 3 1
3

!

! !
. 

На рис.2.3 приведена иллюстрация такого размещения. 

РАЗМЕЩЕНИЕ ДВУХ ЧАСТИЦ ПО ТРЕМ ЯЧЕЙКАМ 

 

Рис.2.4. 
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Найдем число размещений двух частиц по трем ячейкам (см. рис.2.4). Всего 

существует 6 способов размещения, но каждый второй способ получается из 

предыдущего путем взаимной перестановки частиц. При неразличимости 

частиц это отличие физически не значимо, поэтому число различных 

размещений равно 3. В соответствии с формулой (2.55) также имеем: 

 =3!/2!(3-2)!=3 

Заметим, что величина  


 j

j

 (полное число состояний всейсистемы) 

ограничена, несмотря на то, что j меняется от 1 до ∞, так как, исходя из (2.55), 

при j  ∞,Nj  0 величина j  1. 

Упростим выражение (2.54), замечая, что Nj « Gj: 

 
   

 j
j j j j

j

j

N

j

G G G N

N

G

N

j


  


1 1

! !
 (2.56) 

В соответствии с (2.53), для числа возможных состояний полнойсистемы 

будем иметь: 

    j

j

j

N

jj

G

N

j

!
 (2.57) 

В статистической физике удобно иметь дело с логарифмомчисла состояний, 

так как эта величина аддитивна. Величина lnносит название энтропииS: 

 S = ln (2.58) 

Энтропия, как и число возможных состояний системы, сугубостатистическая 

величина, ей нет аналога в механике. Энтропия(так же как и ) достигает 

максимума в равновесии. 

Логарифмируя (2.57), получим: 

  S N G Nj j j

j

  




ln ln ln !
1

 (2.59) 

Для больших Nj величину 

 lnN! = ln1 + ln2 +…+ lnNj 

можно приближенно найти, взяв интеграл: 

 ln ln ln ln ln ln !xdx x x N
x

j       


 


1 2 1 2
1
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  ln ! ln ln ln lnN xdx x x x N N N N
N

e
j

N
N

j j j j

j
j

j

     
0

0
 (2.60) 

Поэтому для энтропии S можно записать: 

 S N G N
N

e
N

eG

N
j j j

j

j

j

j

jj

 








  ln ln ln  (2.61)  

2.3.7. Число возможных микросостояний системы 

длямакросостояния: задаваемого одночастичнойфункцией 

распределения. 

Аналогичным образом можно найти энтропию на основе 

квазиклассического статистического подхода. Будем считать заданной 

функцию распределения частиц f (r,). В соответствии с (2.50), (2.51) 

приближенное число квантовых состояний, соответствующее элементу 

классического фазового объема одной частицы dpdr, можно найти, учитывая, 

что на одно состояние приходится доля этого объема, величиной (2)3=h3. 

Разобьем фазовое пространство одной частицы на достаточно малые части, 

однако так, чтобы число частиц в них было много больше 1. Число частиц в 

этих малых частях фазового объема можно записать через одночастичную 

функцию распределения: 

 Nj = f(r,)(r)j 

Число состояний в фазовом элементе объема (r)j, очевидно, есть 

 
 

 
G

h m
j

j


 r 

3
 

На основе (2.61) можно записать: 

   
 

 
 

S f
e

h m f
d d f

e

h m f
j

j

  r r r r, ln , ln    
3 3

 (2.62) 

Очевидно, можно ввести плотность энтропии 

    
 

s d f
e

h m f
r r   , ln

3
 (2.63) 

Величина (h/m)3f представляет собой вероятность того, чтоминимально 

возможный дискретный элемент фазового пространствазанят частицей. 

Иначе говоря, это есть среднее число частиц вэтом элементеn;
_

. Плотность 

энтропии представляет собой среднеезначение ln(n;
_

) по пространству 

скоростей. 
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2.3.8. Определение распределения частиц по 

энергии,максимизирующего число возможных состояний 

призаданной суммарной энергии. 

В дальнейшем удобно работать со средним числом частиц, приходящихся на 

одно состояние j-той подсистемы 

 n
N

G
j

j

j

  (2.64) 

Тогда выражение для энтропии перепишется следующим образом: 

 S G n
e

n
j j

j j

 ln  (2.65) 

или в интегральном виде 

    
 

S G E n E
e

n E
dE



 1 1

1

1

0

ln  (2.66) 

Итак, нам необходимо найти такую совокупность среднихчисел заполнения 

ячеек n;
_

;  j, которая делает максимальнымзначение энтропии при соблюдении 

дополнительных условий: 

 N G n Nj

j

j j

j

    (2.67) 

 E N E G n Ej j

j

j j j

j

    (2.68) 

Математическая задача такого типа решается способом, предложенным 

Лагранжем, и носит название метода неопределенныхмножителей. Суть его 

состоит в том, что ищется экстремум не S,а суммы 

 S + N - E (2.69) 

где неопределенные множители ,  после определения экстремуманаходятся 

из условия удовлетворения соотношениям для N и E.Найдем экстремум 

S + N - E как функции n;
_

;  j: 

  



 

n
S N E

j

   0  (2.70) 

или 
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  0  (2.71) 
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    ln n Ej j  0  (2.72) 

 n ej

E j
 

 (2.73) 

Величины  и  определяем из нормировки на число N частиц в системе 

(2.67) и общую энергию E (2.68): 

      G E n E dE N G E A E A V
m

h
1 1 1

0

1 1

3 2

3
4

2


   , ,   (2.74) 

 N e A e E dE e A N
E

  





   


1

1 1

0

3 22
 (2.75) 

    E G E n E E dE e A e E dE e A E
E

   







 1 1 1 1

0

1

3 2

1

0

5 2
1

3

4

   


 (2.76) 

Разделив (2.76) на (2.75), получим 

 
E

N
kT

kT
  
3

2

3

2

1


,  (2.77) 

Здесь использована общепринятая связь средней кинетической энергии, 

приходящейся на одну частицу, с температуройT (k - постоянная 

Больцмана). 

На основе (2.75) можно получить выражение для второй константы : 

 
 

e
N
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Nh

kT V m

N

V
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mkT
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3 2

 (2.78) 
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N

V

h

mkT

2 2
3 2

 

Найденную константу , умноженную на kT, принято называть химическим 

потенциалом: 

  


 








kT kT

N

V

h

mkT
ln

2 2
3 2

 

2.3.9. Число возможных состояний и энтропия равновесной 

системы. 

Соотношения (2.66), (2.77), (2.78) позволяют записать явный вид энтропии 

для газа в равновесии как функции числа частиц N и температуры T 
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Таким образом, 

 S N N
N
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h

mkT
 











5
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2 2
3 2

ln


 (2.79) 

Полученное выражение для равновесной энтропии S не зависит от размеров 

потенциального ящика a,b,c по отдельности. Следовательно, полученный 

результат пригоден для потенциального ящика любой формы. Энтропия 

единицы объема s=S/V=(5/2 - )n вообще не зависит от объема системы, а 

определяется только плотностью частиц и температурой газа (средней 

энергией на одну степень свободы). 

Нужно иметь в виду, что в дальнейшем выражение (2.79) для максимальной 

энтропии применяется для элемента объема произвольного неравновесного 

газа. Условие применения - элемент объема должен быть велик настолько, 

чтобы приближенно его можно было считать замкнутым, т.е. частота 

взаимодействия частиц с границей должна быть мала по сравнению с 

частотой столкновений атомов внутри элемента объема. 

Рассматриваемый элемент объема неравновесного газа может двигаться со 

скоростью u. Можно ли применять выражение (2.79) для S для такого 

движущегося элемента объема? В системе координат, движущейся со 

скоростью u, он будет неподвижен, и поэтому выражения для энергии 

уровней и их плотности останутся справедливыми. Единственное уточнение 

касается нормировки на суммарную энергию (2.68). При такой нормировке 

кинетическую энергию частиц необходимо рассматривать в системе 

координат, связанной с движущимся элементом объема. 

Поэтому в общем случае, когда средняя скорость элемента газа u  0, под 

величиной E в выражениях (2.68 - 2.70, 2.77) следует понимать 

 
 

E
m i

i





 u

2

2
 (2.80) 

В соответствии с (2.77) температура будет связана со средней кинетической 

энергией хаотического движения частиц (в системе координат, связанной с 

элементом объема) соотношением: 
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 u 

 (2.81) 

Выясним физический смысл полученного выражения (2.79) дляравновесной 

энтропии. Для этого предварительно найдем числоквантовомеханических 

состояний одной частицы 1, которые могутбыть занятыми при равновесном 

распределении частиц по энергиипри температуре T. Общее число таких 

состояний (  G E dE1 1

0



 )бесконечно велико, но так как вероятность занятости 

состоянийn;
_

(E1) ~ exp(-E1/kT), то при достаточно больших E1 

(E1»kT)состояния будут практически пустыми и их можно не принимать 

вовнимание. Учитывая это, будем искать число состояний, которыемогут 

быть занятыми, интегрируя число состояний G(E1)dE1 свесом exp(-E1/kT). 

Тогда состояния с E1«kT будут иметь весблизкий к 1, а по мере роста E1 вес 

будет падать до 0: 

    1 1 1

0

1T e G E dE
N

e

E kT
 





 
 (2.82) 

Отсюда физический смысл величины exp()=N/1(T) - это средняя доля 

занятых состояний. Другими словами, из предоставленных частице для 

размещения при температуре T состояний 1(T) эффективно может быть 

занято только N состояний. 

Если воспользоваться выражением (2.82) для числа квантовомеханических 

состояний одной частицы 1(T), которые могут быть заняты при температуре 

T, то для энтропии вместо (2.79) будем иметь: 

 
 

S N N
N

T
 
5

2 1

ln


 (2.83) 

а химический потенциал 

 
 

  kT kT
N

T
ln
1

 (2.84) 

Таким образом, энтропия и химический потенциал выражаются через 

логарифм средней доли занятых состояний. 

В соответствии с (2.83) легко найти число микросостояний, соответствующее 

системе N частиц, находящихся при температуре T: 
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В последнем переходе (2.85) использована формула Стирлинга N!  (N/e)N. 

Здесь величина 1;   
N
/N! представляет собой число способов, которыми 

можно расположить N частиц по 1 ячейкам. Множительexp(3/2 N) учитывает 

неравнозначность состояний, соответствующих различным энергиям 

(сравните с формулой(2.56)). 

2.3.10. Условия равновесия подсистем, обменивающихсячастицами, 

импульсом и энергией. 

Рассмотрим две подсистемы с объемами V1 и V2, каждая изкоторых достигла 

внутреннего равновесия и характеризуетсяопределенными значениями числа 

частиц, полной энергии исуммарного импульса, вообще говоря, различными 

для разныхподсистем. Перечисленные параметры полностью определяют 

всефункции равновесного состояния, и, в частности, энтропиюкаждой 

подсистемы. Найдем условия равновесия этих подсистем вслучае, когда 

допускается контакт между ними, а в целомсистема замкнута. Практическим 

примером может служить контактдвух соседних элементарных ячеек 

неравновесного газа, которыемогут отличаться не только плотностью частиц 

и температурой, но и скоростью гидродинамического движения. 

Энтропия является аддитивной функцией, поэтому энтропиявсей системы 

будет равна сумме энтропий двух рассматриваемыхподсистем. При контакте 

подсистемы могут обмениватьсячастицами, энергией и импульсом, в 

результате чегоопределяющие параметры каждой подсистемы - число частиц 

N, полная энергия E и средняя скорость u - будут изменяться. Ноэти 

изменения для отдельных подсистем не являютсянезависимыми, так как 

должны выполняться законы сохранениясуммарного числа частиц, полной 

энергии системы и ее импульса: 

 N1 +N2 = N 

 
m m
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N 2
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 N1mu1 + N2mu2 = P 

Для простоты ограничимся случаем |u1|=u1x =u1, |u2|=u2x =u2. 

Энтропия всей системы, очевидно, равна: 
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где в соответствии с (2.81) 
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Условие равновесия - максимальное значение полнойэнтропии системы S. 

Следовательно, условия равновесия в системе можнополучить, приравнивая к 

нулю все частные производные S понезависимым переменным. В качестве 

независимых переменныхудобно выбрать N1, T1, u1. Эти характеристики для 

второйподсистемы легко выразить через N1, T1, u1 из условийсохранения: 

 N1 +N2 = N (2.86) 

 E N kT
N mu

N kT
N mu
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2 2

2

 (2.87) 

 P = N1mu1 + N2mu2 (2.88) 

Из этих выражений следует, что T2=T2(T1, u1, u2(u1)), N2=N2(N1), u2=u2(u1). 

Рассмотрим производную от S по числу частиц: 
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Учтем, что из условий сохранения можно получить: 
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Подставляя в (2.89) значения частных производных (2.90 - 2.91), легко 

получить первое условие равновесия двухподсистем 
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Так как k=kTkk, то можно это условие равновесиявыразить в терминах 

химпотенциала 2/kT2 = 1/kT1. 

Второе условие равновесия получается аналогично: 
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Чтобы получить третье условие равновесия, возьмем частнуюпроизводную от 

энтропии по средней скорости: 
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 (2.94) 

Для общего случая, когда u1 и u2 направлены не по одной прямой,очевидно, 

потребуется равенство векторов 

-u1 = u2 (2.95) 

Таким образом,условиями равновесия являются равенствосредних долей 

занятых состояний (2.92), средних кинетическихэнергий хаотического 

движения, приходящихся на одну частицу(2.93) и средних скоростей 

подсистем (2.94-2.95). 

Последнее условие обычно не присутствует в литературе потермодинамике, 

но для описания газов и их смесей оно являетсяважным. 

2.3.11. Работа изменения объема газа и 

термодинамическиепотенциалы разреженного газа. 

Вариации энтропии, обусловленные изменением числа частицN и 

температуры T, мы рассмотрели. Но энтропия зависит еще отодного 

параметра - объема V. Однако, изменение объема системы, заполненной 

газом, невозможно провести без приложения силы квнешней стенке объема. 

Приложение внешней силы нарушаетзамкнутость системы по энергии, так 

как, например, при сжатиинад газом будет совершена работа pV по 

преодолению его силдавления. 

Чтобы принять во внимание такое возможное воздействие нанашу систему, 

надо найти давление p, оказываемое частицами настенки потенциального 

ящика. 

Согласно квантовой механике, сила взаимодействия междучастицей и 

стенкой определяется как среднее значениепроизводной от гамильтониана по 

координате, которое может бытьнайдено как производная от выражения для 

собственного значенияэнергии по размеру потенциального ящика. 

Поэтому для (xx)-компонента тензора давления Pxx;    
(1)

, представляющего 

собой x-компоненту силы Fxx;    
(1)

, приходящейся наединицу поверхности, 

перпендикулярную оси x, будем иметь: 
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Давление, оказываемое одной частицей, находящейся впотенциальном ящике 

в состоянии (k1, k2, k3), вычисляется как1/3 следа тензора давления: 
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 (2.96) 

Чтобы найти давление, оказываемое на стенкипотенциального ящика N 

частицами, находящимися в состоянииравновесия при температуре T, 

необходимо (2.96) умножить на N и усреднить по всем состояниям. Так как 

результат усреднения Ek k k1 2 3
 известен: 

 E kTk k k1 2 3

3

2
  

то легко получить для давления следующее выражение: 

 p N p N
V
E

NkT

V
nkTk k k k k k   

1 2 3 1 2 3

2

3
 

Таким образом, мы получаем возможность записатьстатистические формулы 

для всех основных величин, применяемыхв термодинамике разреженных 

газов. 

В разреженном одноатомном газе можно пренебрегатьпотенциальной 

энергией взаимодействия атомов, а внутренняяэнергия будет определяться 

суммарной кинетической энергиейхаотического движения частиц: 
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Температура вводится как величина, характеризующаясуммарную 

кинетическую энергию хаотического движения частиц, приходящуюся на 

одну частицу: 
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 (2.97) 

Энтропия и химический потенциал выражаются через логарифмсредней доли 

занятых состояний  
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с помощью следующих простых формул: 

 S N N kT  
5

2
  ,  

Свободная энергия находится в соответствии с ееобщепринятым 

определением: 

 F = U - kTS = 
3

;
2
NkT - 

5
;
2
NkT + NkT = N - NkT (2.98) 

Потенциал Гиббса выразится следующим образом: 

 G =F + pV = N - NkT + NkT = N (2.99) 

И, наконец, энтальпия 

 H = U + pV = 
3

;
2
NkT + NkT = 

5
;
2
NkT (2.100) 

В соответствии с выражением для энтропии на основе (2.99) и (2.100) легко 

получить, что 

 S
H

kT

G

kT
   (2.101) 

2.4. Локальная неравновесная термодинамика газов. 

В общем случае эволюция системы многих частиц описывается уравнением 

Лиувилля для N-частичной функции распределения. Однако, в предыдущем 

разделе, на основе предположения Гиббса онезависимости эволюции 

достаточно больших подсистем, удалосьполучить равновесное распределение 

частиц и найти все основныеравновесные характеристики разреженного газа. 

Оказалось, чтопоследние не содержат информации о деталях 

столкновенийатомов. При выводе равновесной функции распределения также 

нетребуется никаких данных о потенциальной функции 

парноговзаимодействия газовых частиц. В частности, 

энергетическоераспределение частиц обусловлено не механическими 

законамипередачи энергии, но сугубо статистическими 

закономерностями.Для реализации таких закономерностей необходим только 

сам фактналичия обмена энергией между частицами. 

Наша дальнейшая задача - описание процесса эволюциисистем многих 

частиц к равновесию. Надо уметь правильнопредсказывать потоки массы, 

энергии и импульса в самыхразличных ситуациях, в которых могут оказаться 

вещества втехнологических процессах или научных экспериментах. 

Дляопределенности представим себе замкнутую с двух сторон трубу, 
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заполненную газом. Какие типы неравновесности могут бытьсозданы в такой 

системе? 

2.4.1. Типы неравновесности в газах и времена ихрелаксации. 

Неравновесное распределение частиц по энергии может бытьсоздано, в 

частности, и при полностью однородном распределениигаза по пространству. 

Практически в эксперименте его можнополучить, например, выстрелив вдоль 

трубы лазерным лучом, ширина которого больше диаметра трубы, а частота 

излучениясовпадает с частотой энергетического перехода частиц газа 

ввозбужденное состояние. Неоднородное по пространствуи неравновесное по 

энергии распределение молекул легкореализуется в технике молекулярных 

пучков, например, припересечении пучков с разными температурами 

источников. 

Неравновесность такого типа как неравновесное распределение поэнергии 

релаксирует за счет столкновений атомов друг с другоми, если нет 

затруднений при передаче энергии во времястолкновений, то характерное 

время релаксации неравновесностипо энергии составляет несколько времен 

свободного пробега 
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Время релаксации связано со временем взаимодействия взчастиц друг с 

другом через параметр разреженности. Если параметр разреженности 

Vm/V  1, то эти два времени имеютодинаковый порядок величины, что 

существенно усложняетописание процесса. Для разреженных систем »вз, и 

различиевремен позволяет сводить многочастичную задачу к задаче 

дляодночастичной функции распределения. Если же при 

столкновенияхмолекул есть затруднения в передачи энергии, что характерно, 

например, для процессов обмена энергией между поступательнымии 

колебательными степенями свободы в многоатомном газе, тотребуется 

введение такой характеристики, как среднее числостолкновений Z, 

необходимое для эффективной реализации обменаэнергией. Характерным 

временем релаксации в этом случаеявляется величина Z, причем Z может 

быть достаточно большойвеличиной (до 106). Характерное время для 

поступательныхстепеней свободы для газа при нормальных условиях 

составляет 
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Неоднородность распределения частиц по пространству. Какпоказал 

анализ условий равновесия между двумя произвольнымиподсистемами, 

достигшими равновесия внутри себя, дляравновесия всей системы 

необходимо, чтобы средняя кинетическаяэнергия, приходящаяся на одну 

степень свободы (температура), исредняя доля занятых состояний 

(химический потенциал) былиодинаковы для всех частей системы, между 

которымиосуществляется контакт с беспрепятственным обменом частицами 

иэнергией. В противном случае система является неравновесной. 

Неравновесность подобного типа встречается в природе итехнологиях 

особенно часто. Средняя доля занятых состояний, покрайней мере, для 

разреженного газа, определяется плотностьючастиц и их температурой. Если 

будем иметь дело со смесьюгазов, то, очевидно, необходимо иметь 

выражение для среднейдоли занятых состояний по каждому компоненту. 

Выравниваниетемпературы и химического потенциала по системе в этом 

случаехарактеризуется несколькими различными временами релаксации. 

А. Если градиент давления создан в системе, где нетпричин для 

возникновения трения между движущимися с различнымискоростями слоями 

газа, то характерное время релаксации 

 
 



 
 p

t t

L L L
1     Kn -1  

где L - характерный размер системы. 

Ясно, что газ, впрыснутый с одной стороны вакуумнойкамеры, к 

противоположной стороне подойдет именно за времяp1. Если же порция газа 

впрыскивается в пространство, ужезаполненное газом, то выравнивание 

плотности идет по принципуэстафетной палочки также со скоростью ~ t 

или, чтоэквивалентно, со скоростью звука. 

Б. Если градиент давления создан таким образом, чтотрение между слоями 

играет большую роль (система типа трубы, которая имеет два характерных 

размера – длину L и радиус R), товремя выравнивания давления определяется 

переносом импульсамежду слоями, движущимися с разными скоростями. 

Времярелаксации тогда можно определить с помощью формулы Пуазейлядля 

скорости газа в трубе ( - вязкость): 
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В. Если создан градиент парциальной плотности газа присоблюдении 

однородности суммарной плотности частиц n nk
k

 , томеханизм 

эстафетной палочки уже не работает, так как каждаячастица испытывает в 

среднем одинаковое число ударов со всехсторон за счет частиц всех сортов. В 

этом случае частицыперемещаются из места, где парциальная плотность 

частицотносительно велика, в место, где их плотность меньше, за 

счетхаотического движения. Характерные времена 

выравниванияпарциальной плотности за счет диффузии в объеме с 

характернымразмером L можно определить с помощью закона Фика: 
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где D - коэффициент диффузии,C - концентрация. 

Затрудненность диффузионного перемещения приводит к тому, чтоcбольше, 

чем p1, в L/ раз. 

Г. Градиент температуры (т.е. градиент средней энергии, приходящейся на 

одну степень свободы) также выравнивается засчет хаотических 

столкновений. Характер переноса энергии -диффузионный. Аналог 

коэффициента диффузии D при этом -коэффициент температуропроводности 

a, имеющий ту же самуюразмерность см2/с. Характерное время 

выравнивания Tопределяется аналогично времени диффузионной 

релаксации: 
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Некоторое замедление процесса релаксации температурытакже возможно, 

если существуют затруднения обмена энергиейпри столкновениях. 

2.4.2. Иерархия времен релаксации. 

Анализ показывает, что во многих ситуациях может иметьместо иерархия 

времен релаксации, когда одно время большедругого на порядок или более. 

Времена выравнивания температурыи химического потенциала в L/ или 

L2/2 раз, соответственно, превышают время установления максвелловского 

спектра. Такжеследует заметить, что время полной релаксации в 

системеразмером L пропорционально квадрату этого размера. Поэтому, если 

исключить свободномолекулярный режим, когда L ~ , толюбой процесс 

установления равновесия в изначальнонеравновесной системе можно разбить 

на несколько стадий. 
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1. На первом этапе в малых подсистемах размером  « r « L за время порядка 

 r2/2  л устанавливается равновесие, которое называют локальным. Если 

r/ = 10, то л = 100  10-8с для газа при нормальных условиях. 

2. На втором этапе будет происходить выравнивание давления по механизму 

эстафетной палочки или в соответствии с закономерностями вязкого течения 

(пусть L=100см, R=0.01см): 
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3. На третьем этапе происходит пространственное выравнивание состава и 

температуры. 
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При таком большом различии характерных времен вполне разумным является 

предположение, что более медленные процессыпроисходят в условиях 

равновесия, обусловленного болеебыстрыми процессами. Например, если 

порция газа черезбыстродействующий клапан впрыскивается в вакуумную 

камеру, тов каждом элементе объема размером r « L за время ~10-8 с 

установится почти максвелловское распределение по скоростям, слабо 

нарушаемое незамкнутостью такого элемента. За это времямолекулярный 

пучок практически не успеет сколько-нибудьзаметно сместиться от клапана 

внутрь камеры. Поэтому, рассматривая дальнейшее движение пучка, можно 

считать, что прикаждом новом положении фронта пучка, в любом элементе 

егообъема будет успевать устанавливаться локальное, почтимаксвелловское 

распределение по энергии, но с температурой, зависящей от координат и 

времени. 

Если же газ В через клапан впрыснуть в камеру, заполненную газом А, то за 

время L/  10-3 с (при нормальныхусловиях) установится почти 

равновесное распределениедавления, и дальнейшее выравнивание 

концентраций (в течениепримерно трех часов) можно рассматривать, считая, 

что давлениев системе однородно. Вместе с тем, очевидно, что выводы, 

сделанные на основе такого рассмотрения, нельзя распространятьна 

начальный период времени порядка L/ ~ 10-3 с(непосредственно после 

впрыскивания газа В). 
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Таким образом, при условии L »  всю неравновеснуюсистему можно 

мысленно разбить на ячейки размером  « r « L исчитать, что в каждой 

ячейке наступило равновесие с некоторойтемпературой T и химпотенциалом 

. Значения T и  различны, вообще говоря, для различных координат и в 

различные моментывремени. Эта идея заложена в основу теоретического 

методаописания неравновесных явлений, который носит названиелокальной 

неравновесной термодинамики. 

2.4.3. Основная тенденция эволюции неравновесных систем. 

Полное число возможных состояний газовой N-частичнойсистемы при 

заданной суммарной энергии хаотического движениядостигает максимума 

при равновесном (максвелловском)распределении частиц по скоростям и 

однородных по пространствураспределениях средней доли занятых 

состояний exp(), долихаотической энергии, приходящейся на одну степень 

свободы(kT/2), и средней скорости u. 

Если будет нарушено хотя бы одно из условиймаксимальности числа 

состояний (или его логарифма - энтропии),то ясно, что это число будет 

самопроизвольно расти при наличиив системе столкновений частиц до тех 

пор, пока не достигнетмаксимума. 

Так как стремление к самому вероятному равновесномусостоянию связано с 

выравниванием температуры, химпотенциала исредней скорости при 

сохранении общей энергии, импульса ичисла частиц, то ясно, что перенос 

энергии будет идти всторону меньшей температуры, перенос импульса - в 

сторонуменьшей средней скорости, перенос частиц - в сторону 

меньшейсредней доли занятых состояний. 

Любой неравновесный процесс будет связан с ростомэнтропии, и поэтому 

скорость роста энтропии в замкнутойсистеме или, как принято ее называть, 

производство энтропииявляется основной характеристикой неравновесных 

процессов. Воткрытых системах энтропия газа, кроме того, может 

изменятьсяза счет обмена со средой частицами и энергией. Поток импульсав 

такую систему не меняет ее энтропии, а только приводит к ееускорению как 

целого. 

2.4.4. Уравнение баланса энтропии. 

Рассмотрим неравновесную бинарную смесь газов. Выберем вней некоторый 

элемент объема V и запишем уравнение балансаэнтропии для этого объема 

 
 




s V

t
d Vs полн


   j ,   (2.102) 
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Здесь s - плотность энтропии,[s]=см-3;js,полн - векторплотности потока 

энтропии,[ js ]=см-2с-1;  - производствоэнтропии в единице объема в единицу 

времени,[ ]=см-3с-1,   0. 

Уравнение (2.102) отражает тот факт, что числомикросостояний выбранной 

подсистемы, находящейся в объеме V, может меняться по двум причинам: 

1) столкновения частиц внутри системы приводят кустановлению более 

вероятного макросостояния, реализуемогочерез большее число 

микросостояний. Этот процесс описываетвторой член правой части 

уравнения. В замкнутой системе онявляется единственным; 

2) в открытой системе число состояний может менятьсяиз-за наличия потока 

энтропии через поверхность. Очевидно, чтотакой поток может иметь 

конвективную природу, когда границуобъема пересекает определенное 

количество газа, движущегося соскоростью u и обладающего плотностью 

энтропии s. Но даже приu = 0 энтропия внутри V может изменяться за счет 

изменения n или T из-за наличия диффузии или потока тепла. 

Векторплотности потока энтропии js,полн включает все 

перечисленныемеханизмы переноса энтропии через границу объема V. 

Устремляя V к нулю и деля на него (2.102), получим: 

 





s

t
s  div полнj ,  (2.103) 

При изучении неравновесных состояний нас интересует,прежде всего, рост 

энтропии за счет столкновений частиц, а неза счет перетока газа как целого. 

Поэтому разумно выделить изполного потока энтропии конвективную 

составляющую s
0
: 

 js,полн = js + s
0
 (2.104) 

 0
1 1 2 2

1 2 


  
 


   

u u
, , k k kn m  

где uk - средняя скорость k-того компонента,
0
 - средняямассовая скорость 

смеси. 

Учитывая, что 

 div divs s s  0 0 0    (2.105) 

можно переписать (2.103) в виде: 

 





s

t
s
ds

dt
ss       0 0div divj  (2.106) 
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где ds/dt - полная производная по времени вдоль траектории. Ее физический 

смысл - скорость изменения энтропии в элементе dV, движущемся с 

конвективной скоростью смеси 
0
. 

2.4.5. Скорость изменения энтропии вдоль траекториидвижения 

элемента газа. 

Теперь найдем скорость изменения энтропии, предполагая, что элемент 

объема dV настолько мал, что в нем успеваетустановиться локальное 

равновесие, и, в то же время,dV достаточно велик, чтобы его можно было 

считать квазизамкнутым.Это позволяет воспользоваться известным 

выражением дляплотности энтропии равновесных замкнутых систем 

черезплотность числа частиц компонентов и 

температуру:s(t)=s[n
1
(t), n

2
(t), T(t)]. Беря полную производную по времениот 

этой функции и сравнивая затем полученное выражение с(2.106), можно 

найти  и js как функции потоков числа частиц, импульса и энергии, которые 

связаны с производными по времениот n и T благодаря законам сохранения 

числа частиц, энергии иимпульса. 

Проведем соответствующие вычисления. Плотность энтропиилегко получить, 

деля полученное выражение для энтропии (2.79)на объем V: 

 s n n n n   
5

2

5

2
1 2 1 1 2 2   (2.107) 
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 (2.108) 
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k ik

i

Nk

  


,  (2.109) 

где nk - парциальная числовая плотность k-того компонента,k -логарифм 

средней доли занятых состояний k-того компонента. 

В соответствии с предположением о быстром установленииравновесного 

распределения по энергиям с определеннойтемпературой, будем считать, что 

все Tk равны температуре T смеси, которая будет определяться через 

кинетическую энергиювсех атомов смеси в системе координат, движущейся 

сосреднемассовой скоростью смеси, т.е. 
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значит 

 
3

2 2

0

2

nkT e 


 (2.110) 

Выбор 
0
 в качестве скорости смеси в определенной мере произволен и 

вносит некоторую неточность, которая можетсказаться в потоках тепла, 

связанных с диффузионным переносом.Однако в классическом подходе 

сделано именно так. По-видимому, более точный подход - введение 

температур компонентов, но этоприводит к появлению дополнительных 

параметров, от которыхзависит энтропия, и не очень оправданно 

усложняетрассмотрение. 

Используя (2.107 - 2.109), найдем ds/dt: 

 

ds

dt

s

n
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n

dn
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 (2.111) 

Здесь использовано, что 
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   ,  (2.112) 

 




s

T

n

T
n n n  

3

2
1 2,  (2.113) 

Производные от n
1
, n

2
, T легко найти из законовсохранения числа частиц, 

энергии, импульса. 

2.4.6. Закон сохранения числа частиц. 

В лабораторной системе координат уравнение баланса частиц1-го компонента 

запишется аналогично уравнению балансаэнтропии (только отсутствует 

источник для сохраняющихсявеличин): 
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n

t
n1
1 1 div u  (2.114) 

Чтобы перейти к балансу в объеме, движущемся со скоростью
0
, добавим к 

обеим частям (2.114) величину 
0
n

1
: 

 





n

t
n

dn
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n n

n n n n

n

1
0 1

1
0 1 1 1

0 1 1 1 1 0 1 0

1 1 0

      

     

  

 

  



div

div div div

div div

u

u

j

 (2.115) 

 
dn

dt
n2

2 2 0  div divj   (2.116) 

где j
k
= n

k
(u

k
-

0
) - плотность диффузионного потока. 

Умножая (2.115) на m
1
, (2.116) - на m

2
 и складывая, получим закон сохранения 

массы смеси: 

 
d

dt


  div0  (2.117) 

Суммируя (2.115) и (2.116), получим уравнение балансаполного числа частиц 

смеси: 

  
dn

dt
n   div div0 1 2j j  (2.118) 

2.4.7. Закон сохранения импульса. 

Закон сохранения для каждой компоненты импульса записывается 

аналогично закону сохранения числа частиц (2.114). Особенность состоит в 

том, что поток импульса черезграницу выбранного элемента объема может 

существовать нетолько за счет средней скорости газа как целого 

(конвективныйперенос), но и за счет передачи импульса в 

столкновениях.Ярким примером такой передачи импульса является 

движениеброуновской частицы, которая может приобретать ускорение засчет 

нескомпенсированной передачи импульса при ударах состороны 

окружающих молекул, хотя нормальная компонентаскорости равновесного 

газа как целого, а, следовательно, ипоток частиц через любую поверхность 

равны нулю. 

Неконвективную плотность потока x-компоненты импульса обозначим через 

 Px(Pxx, Pxy, Pxz) 
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Тогда закон сохранения x-компоненты импульса единицы объемасмеси 


0xзапишется так: 

 
 

 
 




0

0 0

x

x x
t

  div  P  (2.119) 

Перейдем к полной производной по времени (вдоль траектории), для чего 

учтем, что 

    div div  0 0 0 0 0 0x x x      (2.120) 

Подставляя (2.120) в (2.119) и перенося 
0
(

0x) в левуючасть, получим 

 
 d

d t

x

x x




0

0 0  div div P  (2.121) 

Левую часть (2.121) с учетом (2.117) легко преобразовать к виду: 

 
 d

dt

d

dt

d

dt

d

dt

x x
x

x
x













0 0
0

0
0 0    div  (2.122) 

Подставляя (2.122) в (2.121), получим выражение, соответствующее второму 

закону Ньютона для единицы объемагаза: 

  
d

d t
m x Fx

x V Vx
0   divP ,    (2.123) 

Для дальнейших вычислений нам потребуется уравнениебаланса 

механической энергии0
2 2 . Для того, чтобы получитьэто уравнение, 

умножим (2.123) на 
0x: 

 
  

  0
0 0

2

0 0 0
2

x
x x

x x x x x x

d

d t

d

dt
      div divP P P  (2.124) 

Просуммируем (2.124) по всем компонентам x, y, z: 
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jji

   

   

 

div Grad0 
 

:

 (2.125) 

где (
0
  


P ) - это внутреннее произведение тензоров 1-го и 2-горангов, оно 

является вектором, компоненты которогопредставляют собой скалярные 

произведения вектора 
0
 на строкитензора 


P ;P:Grad

0
 - это скалярное 

произведение тензоров2-го ранга. 
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Чтобы получить уравнение баланса механической энергии, левую часть 

(2.125) надо преобразовать к виду  





t
0

2 . Проведем эти преобразования: 
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  div  (2.126) 

Переходя в (2.126) к частной производной, получим 
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 (2.127) 

Подставляя (2.127) в (2.125), получаем уравнение балансамеханической 

энергии: 

 




 

t
P P0
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0 0 0
2 2









  









   div div Grad  

 
:  (2.128) 

Здесь 
0

2

0
2

  - конвективная плотность потока механическойэнергии; 

0 

P  - плотность потока механической энергии, передаваемой 

неконвективным путем за счет передачи импульсапри столкновениях частиц; 

P:Grad 0  играет роль источника, связанного сотсутствием сохранения 

механической энергии внутри элементаобъема. Эта энергия может 

переходить в тепловую энергию засчет трения слоев из-за наличия Grad 
0
. 

Подставляя (2.126) в (2.125), получим еще одно полезноевыражение для 

производной от механической энергии вдольтраектории: 

 
d

dt
P P

 0

2

0

2

0 0 0
2 2









     div div Grad  

 
:  (2.129) 

В дальнейшем часто бывает удобно в тензоре плотностипотока импульса или, 

иначе говоря, в тензоре напряжений, выделить сугубо неравновесную часть 
  - тензор вязкихнапряжений и гидростатическую часть pU


: 

 
  
P pU    

где p - гидростатическое давление,p=(Pxx +Pyy +Pzz)/3, 

U  -единичный тензор. 

Замечая, что (ij - символ Кронекера) 
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:Grad div 0
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 (2.130) 

легко получить, что 

 
 
P p: :Grad Grad + div  0 0 0   (2.131) 

2.4.8. Закон сохранения энергии. 

Если через je обозначить плотность потока энергии сучетом ее конвективного 

переноса, то уравнение баланса дляплотности энергии газа в лабораторной 

системе координат можнозаписать в виде: 

 




e

t
e div j  (2.132) 

Добавляя к левой и правой части (2.132) величину 
0
e и используя 

соотношение div e
0
 = e div 

0
 + 

0
e, получимвыражение для производной 

от плотности энергии е вдольтраектории 

  
de

dt
e ee   div divj  0 0  (2.133) 

Вычитая (2.129) из (2.133), легко получить уравнениебаланса внутренней 

энергии u: 
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Введем плотность потока тепла 

 j j jq e ee P h          0 0 0 0

 
  (2.134) 

тогда полную производную от внутренней энергии можно переписать в виде: 

 

du
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u P

h h u p

q

q

    

     

div div Grad

div div Grad
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j

 

 

0 0
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:

: ,

 (2.135) 

а для частной производной будем иметь 

  




u

t
u Pq   div Gradj  0 0


:  (2.136) 
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Уравнение (2.136) - это уравнение баланса внутренней энергии. Здесь 

плотность потока тепла jq представляет собой неконвективную плотность 

потока внутренней энергии; 

(jq+u
0
) - полная плотность потока внутренней энергии; 


P:Grad 0  - это член, описывающий обмен междумеханической и 

внутренней энергиями. 

На основе (2.135), учитывая, что u=3nkT/2, получимнеобходимую нам для 

вычисления производной от энтропиипроизводную от температуры: 
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nkT kT
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 j j j

:

 

С учетом закона сохранения числа частиц искомаяпроизводная от 

температуры запишется следующим образом: 

  
3

2

3

2

3

2
0 1 2 0 0kn

dT

dt
nkT kT hq= div div div div Grad      j j j


:  

Разделив это уравнение на kT, получим 
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2

1 5

2

1
0 1 2 0 0

n

T

dT

dt
n

kT
n

kT
q= div div div div Grad      j j j


: (2.137) 

2.4.9. Плотность потока и производство энтропии. 

Благодаря законам сохранения числа частиц, импульса иэнергии, найдены все 

необходимые полные производные по времениот плотностей числа частиц 

компонентов и температуры. Этопозволяет рассчитать полную производную 

по времени от энтропиии приравнять эту производную к выражению, 

полученному наоснове рассмотрения уравнения баланса энтропии единицы 

объема. 

Таким образом, основываясь на (2.115), (2.116), (2.137)и, с другой стороны, 

используя (2.106), (2.107), легкополучить: 



60 

 

 

 

ds

dt

dn

dt

dn

dt

n

T

dT

dt

n n

n
kT

n
kT

q

s

 








  









  

  








  









  









  









 

      

  

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

1 5

2

1

1
1

2
2

1 1 0 1 1 2 2 0 2 2

0 1 2 0 0

 

   div div div div

div div div div Grad

div

 

  

j j

j j j

j


:

         s n n nsdiv div div div div   0 0 1 1 0 2 2 0

5

2
j

 

Если провести очевидные сокращения, то будем иметь: 

      div div div div Gradj j j js q
kT kT

  1 1 2 2 0

1 1 
:   

Чтобы выяснить, какие члены (2.138) относятся кпроизводству энтропии , а 

что является вектором плотностипотока энтропии, необходимо выделить 

члены с div безмножителей, тогда 

 

         










  









 

div div

div Grad

j j j j j

j
j

s

q

q
kT kT kT

    1 1 2 2 1 1 2 2

0

1 1 
: 

 (2.139) 

Таким образом, плотность потока энтропии и производствоэнтропии 

разделились очевидным образом: 

 j j j js kT    1 1 2 2 1  (2.140) 

        








 


j j

j
j1 1 2 2 2 0

1
div Grad

q

q
kT

T

kT kT


:   (2.141) 

Производство энтропии оказалось равным сумме произведений потоков 

на градиенты величин, вызывающих неравновесность. Мывидели, что 

условием равновесия двух подсистем являетсяравенство логарифмов средней 

доли занятых состояний k,равенство температур и равенство скоростей. Как 

видно из(2.141), именно градиенты этих величин и вызывают 

производствоэнтропии. 

Поток импульса через границу элемента объема (при этомрассматриваются 

не два соседних элемента, а единственныйэлемент) приводит к изменению 

скорости элемента как целого, аэто не меняет значение энтропии, поэтому в 

выражение плотностипотока энтропии не входит тензор давлений. 

Возвращаясь к (2.141), заметим, что логарифм средней долизанятых 

состояний является функцией температуры. Чтобы найтипоток, сопряженный 



61 

 

T, с учетом зависимости от температуры, которая содержится в k(T), 

выразим k через T: 
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Подставляя это выражение в , получим 
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Здесь плотность потока тепла j;  q, сопряженного T, 

учитываетдиффузионный перенос тепла: 

     j j j jq q kT
5

2
1 2  

В случае малых скоростей, когда можно провестилинеаризацию и пренебречь 

0 

в (2.134) имеем: 
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n h

1 2 0 1 2 0

1 1 2 2 1 0 2 0

 

 

 (2.142) 

где w=c
1
u

1
 + c

2
u

2
 - средняя числовая скорость смеси. 

Таким образом, производство энтропии  можно переписать ввиде: 

            


j j j1 1 2 2 2 2 0

1
T T

T

kT kT


:Grad   (2.143) 

В выражении (2.143) надо учесть, что потоки диффузии j1, j2 не являются 

независимыми, и перейти от логарифма среднейдоли занятых состояний к 

величинам, обычно применяемымэкспериментаторами - p, ck, T: 

 jk = nk (uk – 
0
),     j1m1 = – j2m2 
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Проведем симметризацию по индексам 1 ; 2 
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 (2.144) 

Величину  p

m m

m c m c






2 1

1 1 2 2

называют постоянной бародиффузии. 

Производство энтропии (2.143) приобретает вид: 

     











 


 nc c

c

c c

p

p kT
T

kT
p

q

1 2 1 2
1

1 2

2 0

1
u u

j 
:Grad   (2.145) 

2.4.10. Сдвиговая и объемная вязкость. 

Рассмотрим более подробно последний член выражения(2.145), связанный с 

вязкими явлениями. При выделении изполного тензора плотности потока 

импульса 

P  единичноготензора pU


, вообще говоря, получается тензор 


  с 

ненулевымидиагональными компонентами xx,yy,zz. Иными словами, 

припереходе от равновесного состояния, когда 
 
P pU  кнеравновесному, 

могут возникать добавки (возмущения) как внедиагональных, так и в 

диагональных компонентах тензоранапряжений. Неравновесные явления, 

вызывающие возмущениядиагональных и недиагональных компонентов 

тензора напряжений, имеют различную природу и характеризуются 

величинами различнойтензорной размерности. Для разделения этих эффектов 

разобьемвязкий симметричный тензор давлений и тензор Grad 
0
 на 

двечасти: 

 
  
   U

0

 (2.146) 
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  Grad div Grad  0 0

0

03 

U  (2.147) 

где скаляр 

 


 




 
:U

ii

i3

1

3 1

3

 

то есть, равен 1/3 следа вязкого тензора давлений. 

Аналогично div 
0
 есть след Grad 0. Очевидно, что тензоры



0

 и Grad
0

0

обладают нулевым следом. Вследствие этогоскалярное произведение 



: Grad 
0
 можно переписать следующимобразом: 

 
 
  : :Grad div Grad  0 0

0 0

0   (2.148) 

так как скалярное произведение единичного тензора напроизвольный тензор 

того же ранга дает его след. 

В дальнейшем нам будет необходимо связывать тензоры 


0

 иGrad
0

0

линейной зависимостью, но такой связи мешает то, что 


0

 - симметричный 

тензор, а Grad
0

0  - произвольный тензор.Чтобы избежать этой трудности, 

разобьем тензор Grad
0

0  насимметричную и антисимметричную части: 

 Grad Grad Grad
0

0

0

0

0

0  
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 (2.149) 

причем 
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 (2.150) 

 Grad
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0 01
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 (2.151) 

Первая часть (2.150) симметризует недиагональные члены, авторая - зануляет 

след. Диагональный член (2.151) равен нулю, а сумма (2.150) и (2.151), 

очевидно, даетGrad 
0
. 

Так как скалярное произведение симметричного тензора 

наантисимметричный равно 0, то для производства энтропии, 

обусловленного вязкими явлениями, получим (используя (2.149)): 
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1 1
0

0 0

0 0
kT kT kT

s 
 


: :Grad Grad div    (2.152) 

Полный вклад вязких явлений в производство энтропии оказывается 

разделенным на две части. Первая часть описывает сдвиговую вязкость. 

Вторая часть - 


kT
div0 , связана соскоростью изменения удельного объема и 

обусловлена наличиемобъемной вязкости. 

Таким образом, плотность производства энтропии в бинарнойнеравновесной 

смеси газов можно записать в следующем виде: 

       








  












 n c c c
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p

T

kT kT kT
p q

s

u u j1 2 1 1 2 2

0 0

0 0

1 



: Grad div  (2.153) 

Введем универсальное обозначение X для пространственных производных от 

величин, характеризующих условия равновесия.Эти производные принято 

называть термодинамическими силами. Они выводят статистическую 

систему из равновесного состояния. 

Если в каждом члене (2.153) выделить термодинамическую силу, то 

оставшаяся часть будет иметь смысл какого-либо потока - диффузионного, 

теплового, импульсного - которые принятоназывать термодинамическими 

потоками. Разбиение каждогослагаемого (2.153) на сомножители - 

термодинамические силы итермодинамические потоки - не является 

однозначным. Например,множитель n в первом члене (2.153) можно отнести 

либо к силе, либо к потоку. Однако произведение силы на сопряженный 

ейпоток должно строго давать соответствующий вклад впроизводство 

энтропии. Обозначим в качестве термодинамическихсил следующие 

величины: 

 

X XD p q
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p
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1 1 2 2

0

0
0

 , ,
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Grad
div




 (2.154) 

В этом случае плотность производства энтропии будет иметь вид суммы 

произведений термодинамических сил на сопряженные им потоки: 

        n X XD q qu u X j X1 2

0 
  :  (2.155) 
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2.4.11. Феноменологические уравнения для потоков. 

Далее в термодинамике необратимых процессов учитывают открытые в 

опыте законы, согласно которым термодинамическиепотоки n(u1 – u2),jq; , 


0

, являются линейными функциямитермодинамических сил XD, T/kT
2
,

Grad
0

0










s

kT ,div 0 /kT. Приэтом каждая термодинамическая сила, 

вообще говоря, вызывает нетолько сопряженный ей поток, но и другие 

потоки. Такоеперекрестное влияние ограничивается только 

свойствамисимметрии. Например, для изотропной среды (то есть среды, 

свойства которой в равновесном состоянии одинаковы во всехнаправлениях) 

потоки и термодинамические силы различнойтензорной размерности не 

могут быть связаны друг с другом.Причины перекрестного влияния 

термодинамических сил станутболее ясными при кинетическом 

рассмотрении соответствующихпотоков. Немного забегая вперед, 

попытаемся понять суть такоговлияния. 

Созданный в газе градиент (например,T) вызываетнекоторое отклонение 

функции распределения по скоростям отмаксвелловской, что приводит к 

появлению теплового потока(соответствующее интегрирование возмущенной 

функции даетненулевой вклад). Но при этом никто специально не 

создаетусловий, чтобы разность скоростей (u1–u2) в возмущенном 

такимобразом газе обращалась в 0. И эта разность средних 

скоростейдействительно возникает как некоторое сопровождение 

потокатепла. Аналогичным образом возникают и другие 

перекрестныеявления. 

Поэтому на основе выражения для плотности производстваэнтропии (2.155) 

можно записать следующие феноменологическиеуравнения для потоков: 

 jq;  = LqqXq + LqDXD 

 n(u1 – u2) = LDqXq + LDDXD 

 
 
  

0

 L X  

  = LX
П
 (2.156) 

Коэффициенты пропорциональности в линейных связях термодинамических 

сил и потоков Lqq, LqD, LDq, LDD, L
П
, L носят название кинетических 

коэффициентов. 

Так как определение потоков и сил имеет некоторыйпроизвол, то и 

кинетические коэффициенты определяютсянеоднозначно. Однако, нельзя 
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любой коэффициентпропорциональности между T,
0
 или c1 и каким-

либо потокомсчитать кинетическим коэффициентом. Условием 

применимостиобщих закономерностей термодинамики 

необратимых(неравновесных) процессов является такой 

выбортермодинамических сил и потоков, при котором произведение силына 

сопряженный поток давало бы в точности выражение длякакого-либо 

слагаемого в формуле производства энтропии. 

Опытные законы типа выражений (2.156) были открыты раньшеустановления 

общих закономерностей неравновеснойтермодинамики. Поэтому в научной 

литературе вместокинетических коэффициентов Lqq, LqD, LDq, LDD, L, L 

чащевстречаются коэффициенты теплопроводности , термическойдиффузии 

DT, взаимной диффузии D12, вязкости  и объемнойвязкости,  которые 

вводятся в соответствии со следующимисоотношениями, в которых мы 

пренебрегаем бародиффузией: 

              j u u1 1 2

1 2

12

1 2

1 T pk T
pk D

Tc c
T

pk D

c c
cT

T T T , 

  u u1 2

1 2
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 Grad 

s

 

  = – div 
0 (2.157) 

где k
D

D
T

T
12

 - термодиффузионное отношение. 

Из выражений (2.157) и (2.156) легко получить связьобобщенных 

кинетических коэффициентов локальной неравновеснойтермодинамики с 

введенными ранее коэффициентами , DT, D12, , : 

 

L kT L L
pD

c c

L kT L kT L
nD

c c

qq Dq qD
T

DD

  

  



 

2

1 2

12

1 2

2

, ,

, ,

 (2.158) 

2.4.12. Условия, накладываемые на кинетические коэффициенты 

требованием неотрицательности производства энтропии. 

Вследствие того, что производство энтропии не может бытьменьше 

нуля,  0, на кинетические коэффициенты накладываютсянекоторые 
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ограничения. Чтобы выяснить их суть, запишемпроизводство энтропии в 

виде, получаемом подстановкой (2.156)в (2.155): 

       L X L L L X L X LXqq q qD D q Dq D q DD D

2 2 2 2
X X X X   


 (2.159) 

Если действует только одна сила, а остальные равны 0, тов (2.159) остается 

только одно слагаемое с квадратомдействующей силы, поэтому требование 

  0 приводит к тому, что Lqq, LDD, L, L должны быть строго положительны. 

Еслиодновременно действуют силы со взаимным влиянием не только 

насопряженные им потоки, то должна быть положительна 

следующаяквадратичная форма: 

 LqqXq;    
2
 + (LqD + LDq)XD Xq +LDDXD;    

2
  0 (2.160) 

Введем обозначения: 

 Y X Y Xq qq q D DD DL L ,  

тогда (2.160) перепишется в виде 

 Y
L L

L L
Yq

qD Dq

qq DD

q D D

2 2 0


 Y Y  (2.161) 

Учитывая, что Yq и YD могут независимо принимать любыезначения, легко 

понять, что выражение (2.161) для случаяпараллельных векторов Yq и YD 

представляет собой стандартнуюквадратичную форму. Условие ее 

неотрицательности состоит втом, что коэффициент формы удовлетворяет 

соотношению 

 
L L

L L

qD Dq

qq DD


 2  (2.162) 

или при LqD = LDq 

 L L LqD qq DD  

Таким образом, модуль перекрестного коэффициентаограничен средним 

геометрическим от значений диагональныхкоэффициентов. 

2.4.13. Соотношения взаимности Онзагера. 

Если равновесная энтропия определяется только числомчастиц и суммарной 

кинетической энергией хаотического движенияатомов, приходящейся на одну 

частицу, и не зависит от деталейстолкновений, то производство энтропии, 

определяющее скоростивыравнивания температуры и концентрации, 

очевидно, должноопределяться деталями столкновений частиц: их 

тепловымискоростями, длиной свободного пробега и 
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другимихарактеристиками атомов и молекул. При этом следует помнить, что 

столкновения частиц подчиняются уравнениям движенияНьютона при 

классическом подходе или Шредингера - приквантовомеханическом 

описании. Оба эти вида уравнений движенияобладают инвариантностью по 

отношению к смене знака времени. 

Для примера рассмотрим уравнение Ньютона для одномерногодвижения 

частицы при силе Fx = const: 

 
d x

dt

F

m

x

2

2
  

Решение этого уравнения, удовлетворяющее условию x(t = 0) = x
0
, 

dx/dtt=0 = x(t=0) = x0, имеет вид: 
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Найдем теперь траекторию движения этой частицы в том жесиловом поле, но 

в другой системе отсчета времени t = – t + tk.Уравнение движения в этой 

новой системе (x(t) - траектория всистеме отсчета времени t) имеет вид: 

 
d x
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Будем искать решение этого уравнения с начальнымиусловиями x(t=0) = xk, 

x(t=0) = -xk, т.е. вместе с обращениемзнака времени (dt= -dt) в начальном 

условии изменяется знак скорости. Тогда решение последнего уравнения 

имеет вид: 
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или, подставляя t = - t + tk, xk = x(tk), xk = x(tk), получим 
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Сравнивая x(t) и x(t) видим, что после обращения времени сзаменой знака 

скорости, траектории при прямом и обратном ходевремени совпадают. Это 

свойство и называют инвариантностью поотношению к смене знака времени. 

Такой обратимостью во времени обладают далеко не всеуравнения. 

Например, рассмотрим уравнение диффузии: 

 








c

t
D

c

x
 12

2

2
 (2.163) 

с начальным условием с(t=0, x) = c
0
(x). 

В обращенной системе отсчета t = - t (tk = 0) начальноеусловие 

с(t=0, x) = c
0
(x) остается без изменения, а уравнение(2.163) будет иметь вид: 
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или, учитывая, что t = - t, получим: 
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 (2.164) 

Для искомой функции с(t, x) получается другое по сравнению с (2.163) 

уравнение. Характер решений с(x, t) и с( x, t) показан на рис.2.5. 

Если с(t, x) соответствует расплыванию, рассасываниюпорции газообразного 

вещества, впрыснутой в момент времени t вгазовую систему, то функция 

с(t, x), наоборот, будетсоответствовать стягиванию примеси, 

распределеннойпервоначально по пространству более или менее равномерно, 

водну точку. 

РЕШЕНИЯ ПРЯМОГО И ИНВЕРСНОГО УРАВНЕНИЯ ДИФФУЗИИ 

 

Рис.2.5. 
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Однако последний из указанных процессов в природе непроисходит. С точки 

зрения теории это соответствует тому, чтос(t, x) не является решением 

уравнения диффузии. Наличие такихсущественно необратимых явлений 

позволяет выделить прошлое ибудущее на оси времени. 

Уравнения динамики не обладают таким свойством. Если вкакой-либо 

замкнутой динамической системе повернуть в моментt=tk все скорости 

частиц на противоположные, то динамическаясистема пройдет в обратном 

порядке все те состояния, которыеона проходила в прямом развитии в 

соответствии с уравнениямидвижения. Простейший пример, шарик сбросили 

с высоты h
0
. Еслина высоте h шарик попадает на горизонтальную абсолютно 

упругуюстенку, которая меняет его скорость точно на противоположную, то в 

соответствии с законом Ньютона шарик пройдет всесостояния, которые он 

проходил в прямом развитии событий. 

Если в строгих расчетах кинетических коэффициентовпроследить за 

последствиями такой симметрии уравнений динамикиотносительно смены 

знака времени, то оказывается, что онаприводит к симметричности матриц 

кинетических коэффициентов. Внашем случае это означает, что LqD = LDq. Это 

и есть такназываемые соотношения Онзагера для перекрестных 

кинетическихкоэффициентов. 

2.4.14. Система уравнений переноса частиц, импульса иэнергии в 

локальной неравновесной термодинамике. 

Возвращаясь теперь к законам сохранения числа частицкомпонентов, энергии 

и импульса, следует заметить, что ониявляются в некоторой степени 

формальными и бесполезными, таккак содержат такие неопределенные 

величины как плотностидиффузионного потока, потоков энергии и импульса. 

Толькоподстановка в эти уравнения сохранения 

феноменологическихвыражений для потоков делает систему 

гидродинамическихуравнений, описывающих неравновесное поведение 

сплошных сред, замкнутой. 

Выведем сначала уравнение для концентрации бинарной смесиc
1
. В 

качестве исходного возьмем уравнение сохранения числачастиц первого 

компонента: 
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Перейдем к переменной c
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Учитывая, что 
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получим: 
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Подставляя в (2.165) выражение для (u
1
 – u

2
), будем иметь 
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w div  (2.166) 

Учитывая, что для разреженных газов nD
12

 в изотермическойсмеси 

практически не зависит от давления и концентрации, (2.166) можно 

переписать в виде: 
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w div div  (2.167) 

где введен так называемый термодиффузионный фактор 

 k
D

D
T

T
12

 

который является безразмерной величиной. 

Если диффузию наблюдают в замкнутой системе, то быстраярелаксация 

возможных перепадов давления приводит к тому, чтодавление перестает 

зависеть от времени. Последнее обеспечиваетравенство нулю 

среднечисловой скорости (w=0). Тогда дляизотермических условий (T=0) 

уравнение (2.167) дает хорошоизвестное уравнение диффузии (второй закон 

Фика): 
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t
D c1
12 1   
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Для вывода уравнения движения воспользуемся уравнением(2.123), 

записанном для проекции скорости на ось x: 

 
d

dt

x
x

0  divP  

Для произвольной проекции i будем иметь 
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Здесь по повторяющимся индексам идет суммирование от 1 до 3.Учитывая, 

что 

 P pij ij ij ij    
0

 

и подставляя феноменологические выражения для 
0

ij  и , получим: 
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 (2.168) 

Если сдвиговая  и объемная  вязкости слабо зависят от координат, то 

уравнение движения в векторном виде запишетсяследующим образом: 
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0 0 0 0

3t
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 grad div  (2.169) 

Это стандартная запись уравнения Навье-Стокса. 

Для вывода уравнения переноса тепла в бинарной смесирассмотрим 

уравнение (2.137), умноженное на 2T/3n: 

    
dT

dt
T

T

n kn kn
q     

2

3

2

3

2

3
0 1 2 0div div div Grad j j j


:  (2.170) 

Далее учтем, что в пренебрежении бародиффузией (p/p « T/T) 

  j j u u1 2 1 2 1 2 12 1 12      


nc c n D c n D k
T

T
p p p T    

Плотность потока тепла по определению есть (см. (2.142, 2.157)) 

    j u u j jq TT pk
h

n
       1 2 1 2  

Подставляя диффузионный поток в jq, получим: 
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Полученные выражения для потоков подставим в (2.170), врезультате будем 

иметь: 
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 (2.171) 

Если имеем дело с первоначально покоившейся однородной по составу 

бинарной смесью, то T вызовет некоторую диффузиюгазов в результате 

перекрестного термодиффузионного эффекта, однако возникающий при этом 

градиент концентрации будетвозрастать до тех пор, пока разность скоростей, 

обусловленнаяT и c, не обратится в 0. Из условия 

 u u1 2
12

1 2

1
12

1 2

0    
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c c
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следует, что 

   


c k
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T
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Учитывая этот факт и равенство 
0 
= 0, получим классическоеуравнение 

теплопроводности в пренебрежении зависимостьюкоэффициента 

теплопроводности от координат: 

  





T

t
kn T a T 2 3    

Здесь a=/c
V
 - коэффициент температуропроводности,c

V
=3nk/2 -удельная 

теплоемкость при постоянном объеме. 

Таким образом, система уравнений диффузии (2.167), движения (2.168), 

теплопроводности (2.171) вместе с уравнениемнепрерывности 

  t = – div
0
 (2.172) 

и уравнением состояния 
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 p = nkT (2.173) 

(всего 7 уравнений) образуют замкнутую систему уравнений для следующих 

7 функций времени и координат: c
1
, 

0x, 0y, 0z, p, T, . 

2.4.15. Основные достоинства и недостатки 

локальнойнеравновесной термодинамики. 

Подведем итоги рассмотрения неравновесного поведения газана основе 

локальной термодинамики необратимых процессов. 

Установлена общая классификация неравновесных 

явленийквазиравновесного типа, получено выражение для 

производстваэнтропии, которое показывает, что неравновесные явления в 

этомслучае возникают из-за неоднородного распределения попространству 

параметров ni, T, 
0
, определяющих равновесноезначение энтропии. 

Установлены определенные ограничения на значениякинетических 

коэффициентов: положительность диагональных исимметрия перекрестных 

коэффициентов, положительностьквадратичных форм. 

Получена замкнутая система гидродинамических уравненийпереноса числа 

частиц, импульса и энергии. Хотя локальнаянеравновесная термодинамика не 

позволяет установить значениякинетических коэффициентов, но она полезна 

во многихпрактических ситуациях. Воспользовавшись известными из 

опытазначениями кинетических коэффициентов, с помощью 

уравнений(2.167, 2.168, 2.171, 2.173) можно описать широкий кругявлений 

тепломассообмена. Причем следует отметить, что и донастоящего времени с 

точки зрения термодинамического уровняописания остался нерешенным 

широкий круг задач переноса. 

Большое значение имеет аппарат локальной неравновесной термодинамики и 

в решениях теоретических задач на кинетическом уровне описания с 

предсказанием кинетических коэффициентов. В сложных кинетических 

расчетах, как численных, так и аналитических, сравнительно простые 

термодинамические соотношения для кинетических коэффициентов служат 

критерием корректности результатов. Но всегда следует помнить об 

ограничениях квазиравновесного локального метода описания. Метод можно 

применять только в случае, если вся область неравновесного газа может быть 

разбита на квазиравновесные (r » ) элементы с характерным размером к 

много меньшим характерных размеров системы или расстояния, на котором 

ni, T, 
0
 изменяются на свою величину. Нарушение таких условий будет иметь 

место с ростом разреженности газа. Причем, в некоторых случаях даже при 

малых числах Kn некоторые из параметров могут значительно изменяться на 
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расстояниях порядка длины свободного пробега , и тогда квазиравновесный 

метод терпит фиаско. Примером может служить явление теплового крипа 

или диффузионного скольжения, когда градиент температуры или 

концентрации смеси вызывают некоторую скорость газа вдоль трубы. 

 Еще один недостаток локального метода касается результатов, полученных 

для смесей. В этом случае данный теоретический подход внутренне 

противоречив. Выделив элемент объема газа, мы считаем, что в нем 

наступило равновесие, а энтропия определяется через ni, T по равновесным 

формулам. Но в смеси наличие градиентов концентрации приводит к тому, 

что элемент газа характеризуется различными скоростями компонентов, хотя 

в равновесии этого быть не должно, и, следовательно, для смесей надо было 

бы использовать выражение для энтропии, учитывающее неравенство 

скоростей, которое должно вызывать некоторое отклонение энтропии от 

равновесного значения. Этого учета по настоящее время не проведено, хотя 

при сравнении точных кинетических расчетов с результатами локальной 

неравновесной термодинамики имеется целый ряд противоречий. Нужно 

однако заметить, что эффект изменения S ~ (u
1 
- u

2
), связанный не с 

наличием градиентов в системе, а с наличием неравновесности в данном 

элементе объема (не равны скорости компонентов) лежит за пределами 

предположений локальной термодинамики 
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2.3.4. Определение вероятности фиксированного состоянияN-

частичной системы при заданном распределениичастиц по энергии. 

Для дальнейших рассуждений будем полагать, чтораспределение частиц по 

энергии задано следующим образом. Весьинтервал энергий разобьем на 

достаточно большое число частей иобозначим через Nj число частиц 

системы, приходящихся на j-тыйинтервал энергии E1 ;   
j
. В этом случае 

говорят, что заданомакросостояние системы. Заданному интервалу энергии 

E1;    
j
соответствует определенный шаровой слой пространства волновых 

векторов одной частицы. Обозначим через Gj число ячеек(состояний 1-ой 

частицы) в этом шаровом слое. Рассмотримподсистему выделенных частиц 

одной энергии (от E1 ;   
j
 до E1 ;   

j
+E1 ;   

j
) собщим их числом Nj. Так как все 

выделенные частицы обладаютодной и той же энергией, то отсутствуют 

причины предпочтениячастицами того или иного состояния из их общего 

числа Gj вшаровом слое. Поэтому разумно принять 

следующеестатистическое предположение:все состояния j-ой 

подсистемычастиц, получаемые путем конкретного размещения Nj 

частиц поGj состояниям, являются равновероятными. Этот 

постулатпозволяет для j-ой подсистемы найти вероятность находиться 

водном из своих равновероятных состояний. Действительно, общеечисло 

состояний этой подсистемы должно быть равно числуфизически различных 

способов, которыми можно занять Gj ячеекNj частицами. 

Обозначим число таких способов через j, тогдавероятность j-ой подсистемы 

находиться в одном из своихвозможных j состояний, очевидно, есть 

  j

j


1


 (2.52) 

Так как все рассматриваемые подсистемы независимы, товероятность полной 

системы находиться в одном из своихвозможных состояний будет 

определяться через произведениевероятностей для подсистем: 

  k k1

1 1
 N j

j j

j

  



 

 (2.53) 

Здесь   j

j

есть число возможных состояний полной системыдля 

заданного распределения частиц по энергии. Каждоевозможное состояние 

системы N частиц соответствует конкретномуразмещению этих N частиц по 

квантовомеханическим состояниямодночастичной задачи. Заданное таким 

максимально подробнымобразом состояние N-частичной системы 
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называютмикросостоянием. Как правило, столь детальное описание 

системычастиц является излишним и вполне достаточным 

оказываетсязадание крупнозернистого распределения частиц 

поэнергетическим интервалам E1;    
j
. Такое крупнозернистоераспределение 

по энергиям или по скоростям и координатамчастиц называют 

макросостоянием. Каждому заданномумакросостоянию отвечает 

определенное число  возможныхсостояний N-частичной системы 

(микросостояний). 

2.3.5. Эволюция систем многих частиц к максимальномувозможному 

числу микросостояний. 

В результате столкновений частиц друг с другомреализуются всевозможные 

прицельные расстояния, самые разныезначения импульса и энергии. Поэтому 

естественно предположить, что в результате таких беспорядочных 

столкновений частицсистема стремится использовать все предоставляемые 

ейвозможности. При этом распределение частиц по энергиистремится к 

такому распределению, которое обеспечило бынаибольшее число возможных 

состояний . В соответствии супомянутым выше предположением, любая 

неравновесная системаимеет совершенно определенное направление 

развития в сторонубольших значений . На основе этой логики можно также 

прийти кболее глубокому заключению о том, что развитие 

неравновеснойсистемы должно идти так, чтобы d/dt было максимально. 

Этоозначает, что на каждом временном шаге происходит переход 

кэнергетическому распределению, обеспечивающему 

максимальноеувеличение числа возможных состояний, доступное для 

даннойсистемы в данный промежуток времени. Ограничения по 

скоростиизменения  связаны с конечной скоростью процессов переноса 

иобмена энергией и импульсом. 

2.3.6. Число возможных микросостояний системы призаданном 

распределении частиц по энергии. 

Проведем теперь детальный расчет числа возможныхсостояний полной 

системы. Сначала найдем число возможныхсостояний j-ой подсистемы j, 

которое может быть определенокак число различных способов размещения Nj 

одинаковых частицпо Gj ячейкам при условии Nj « Gj. Это число способов 

найдемпутем следующих рассуждений. Одну частицу по Gj ячейкам 

можноразместить Gj способами. Две частицы по Gj ячейкам 

можноразместить Gj(Gj - 1) способами, три частицы - 

Gj(Gj - 1)(Gj - 2)способами и т.д. Наконец Nj частиц 

размещаютсяGj(Gj - 1)(Gj - Nj + 1) способами. Однако простая 
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перестановканеразличимых частиц (замена такого типа, когда 1-я и 2-

ячастицы меняются местами) не является физически значимой.Число всех 

таких возможных перестановок равно Nj!. Поэтомучисло возможных 

физически различных состояний в j-тойподсистеме можно записать 

следующим образом: 

 
   

 j
j j j j

j

G G G N

N


  1 1

!
 (2.54) 

Умножая числитель и знаменатель (2.54) на (Gj - Nj)!,получим: 

 
 

 j
j

j j j

G

N G N




!

! !
 (2.55) 

РАЗМЕЩЕНИЕ ОДНОЙ ЧАСТИЦЫ ПО ТРЕМ ЯЧЕЙКАМ 

 

Рис.2.3. 

Нетрудно убедиться в справедливости выражения (2.55) вчастных случаях. 

Действительно, найдем число размещений однойчастицы по трем ячейкам:

 
 




3

1 3 1
3

!

! !
. 

На рис.2.3 приведена иллюстрация такого размещения. 
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РАЗМЕЩЕНИЕ ДВУХ ЧАСТИЦ ПО ТРЕМ ЯЧЕЙКАМ 

 

Рис.2.4. 

Найдем число размещений двух частиц по трем ячейкам (см. рис.2.4). Всего 

существует 6 способов размещения, но каждый второй способ получается из 

предыдущего путем взаимной перестановки частиц. При неразличимости 

частиц это отличие физически не значимо, поэтому число различных 

размещений равно 3. В соответствии с формулой (2.55) также имеем: 

 =3!/2!(3-2)!=3 

Заметим, что величина  


 j

j

 (полное число состояний всейсистемы) 

ограничена, несмотря на то, что j меняется от 1 до ∞, так как, исходя из (2.55), 

при j  ∞,Nj  0 величина j  1. 

Упростим выражение (2.54), замечая, что Nj « Gj: 

 
   

 j
j j j j

j

j

N

j

G G G N

N

G

N

j


  


1 1

! !
 (2.56) 

В соответствии с (2.53), для числа возможных состояний полнойсистемы 

будем иметь: 
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    j

j

j

N

jj

G

N

j

!
 (2.57) 

В статистической физике удобно иметь дело с логарифмомчисла состояний, 

так как эта величина аддитивна. Величина lnносит название энтропииS: 

 S = ln (2.58) 

Энтропия, как и число возможных состояний системы, сугубостатистическая 

величина, ей нет аналога в механике. Энтропия(так же как и ) достигает 

максимума в равновесии. 

Логарифмируя (2.57), получим: 

  S N G Nj j j

j

  




ln ln ln !
1

 (2.59) 

Для больших Nj величину 

 lnN! = ln1 + ln2 +…+ lnNj 

можно приближенно найти, взяв интеграл: 

 ln ln ln ln ln ln !xdx x x N
x

j       


 


1 2 1 2
1

   

  ln ! ln ln ln lnN xdx x x x N N N N
N

e
j

N
N

j j j j

j
j

j

     
0

0
 (2.60) 

Поэтому для энтропии S можно записать: 

 S N G N
N

e
N

eG
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  ln ln ln  (2.61)  

2.3.7. Число возможных микросостояний системы 

длямакросостояния: задаваемого одночастичнойфункцией 

распределения. 

Аналогичным образом можно найти энтропию на основе 

квазиклассического статистического подхода. Будем считать заданной 

функцию распределения частиц f (r,). В соответствии с (2.50), (2.51) 

приближенное число квантовых состояний, соответствующее элементу 

классического фазового объема одной частицы dpdr, можно найти, учитывая, 

что на одно состояние приходится доля этого объема, величиной (2)3=h3. 

Разобьем фазовое пространство одной частицы на достаточно малые части, 

однако так, чтобы число частиц в них было много больше 1. Число частиц в 
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этих малых частях фазового объема можно записать через одночастичную 

функцию распределения: 

 Nj = f(r,)(r)j 

Число состояний в фазовом элементе объема (r)j, очевидно, есть 

 
 

 
G

h m
j

j


 r 

3
 

На основе (2.61) можно записать: 

   
 

 
 

S f
e

h m f
d d f

e

h m f
j

j

  r r r r, ln , ln    
3 3

 (2.62) 

Очевидно, можно ввести плотность энтропии 

    
 

s d f
e

h m f
r r   , ln

3
 (2.63) 

Величина (h/m)3f представляет собой вероятность того, чтоминимально 

возможный дискретный элемент фазового пространствазанят частицей. 

Иначе говоря, это есть среднее число частиц вэтом элементеn;
_

. Плотность 

энтропии представляет собой среднеезначение ln(n;
_

) по пространству 

скоростей. 

2.3.8. Определение распределения частиц по 

энергии,максимизирующего число возможных состояний 

призаданной суммарной энергии. 

В дальнейшем удобно работать со средним числом частиц, приходящихся на 

одно состояние j-той подсистемы 

 n
N

G
j

j

j

  (2.64) 

Тогда выражение для энтропии перепишется следующим образом: 

 S G n
e

n
j j

j j

 ln  (2.65) 

или в интегральном виде 

    
 

S G E n E
e

n E
dE



 1 1

1

1

0

ln  (2.66) 
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Итак, нам необходимо найти такую совокупность среднихчисел заполнения 

ячеек n;
_

;  j, которая делает максимальнымзначение энтропии при соблюдении 

дополнительных условий: 

 N G n Nj

j

j j

j

    (2.67) 

 E N E G n Ej j

j

j j j

j

    (2.68) 

Математическая задача такого типа решается способом, предложенным 

Лагранжем, и носит название метода неопределенныхмножителей. Суть его 

состоит в том, что ищется экстремум не S,а суммы 

 S + N - E (2.69) 

где неопределенные множители ,  после определения экстремуманаходятся 

из условия удовлетворения соотношениям для N и E.Найдем экстремум 

S + N - E как функции n;
_

;  j: 

  



 

n
S N E
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   0  (2.70) 

или 
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  0  (2.71) 

    ln n Ej j  0  (2.72) 

 n ej

E j
 

 (2.73) 

Величины  и  определяем из нормировки на число N частиц в системе 

(2.67) и общую энергию E (2.68): 

      G E n E dE N G E A E A V
m

h
1 1 1

0

1 1

3 2

3
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   , ,   (2.74) 
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 (2.75) 
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 (2.76) 

Разделив (2.76) на (2.75), получим 
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,  (2.77) 

Здесь использована общепринятая связь средней кинетической энергии, 

приходящейся на одну частицу, с температуройT (k - постоянная 

Больцмана). 

На основе (2.75) можно получить выражение для второй константы : 
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 (2.78) 
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Найденную константу , умноженную на kT, принято называть химическим 

потенциалом: 
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2.3.9. Число возможных состояний и энтропия равновесной 

системы. 

Соотношения (2.66), (2.77), (2.78) позволяют записать явный вид энтропии 

для газа в равновесии как функции числа частиц N и температуры T 
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Таким образом, 
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 (2.79) 

Полученное выражение для равновесной энтропии S не зависит от размеров 

потенциального ящика a,b,c по отдельности. Следовательно, полученный 

результат пригоден для потенциального ящика любой формы. Энтропия 

единицы объема s=S/V=(5/2 - )n вообще не зависит от объема системы, а 

определяется только плотностью частиц и температурой газа (средней 

энергией на одну степень свободы). 
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Нужно иметь в виду, что в дальнейшем выражение (2.79) для максимальной 

энтропии применяется для элемента объема произвольного неравновесного 

газа. Условие применения - элемент объема должен быть велик настолько, 

чтобы приближенно его можно было считать замкнутым, т.е. частота 

взаимодействия частиц с границей должна быть мала по сравнению с 

частотой столкновений атомов внутри элемента объема. 

Рассматриваемый элемент объема неравновесного газа может двигаться со 

скоростью u. Можно ли применять выражение (2.79) для S для такого 

движущегося элемента объема? В системе координат, движущейся со 

скоростью u, он будет неподвижен, и поэтому выражения для энергии 

уровней и их плотности останутся справедливыми. Единственное уточнение 

касается нормировки на суммарную энергию (2.68). При такой нормировке 

кинетическую энергию частиц необходимо рассматривать в системе 

координат, связанной с движущимся элементом объема. 

Поэтому в общем случае, когда средняя скорость элемента газа u  0, под 

величиной E в выражениях (2.68 - 2.70, 2.77) следует понимать 
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2
 (2.80) 

В соответствии с (2.77) температура будет связана со средней кинетической 

энергией хаотического движения частиц (в системе координат, связанной с 

элементом объема) соотношением: 
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 (2.81) 

Выясним физический смысл полученного выражения (2.79) дляравновесной 

энтропии. Для этого предварительно найдем числоквантовомеханических 

состояний одной частицы 1, которые могутбыть занятыми при равновесном 

распределении частиц по энергиипри температуре T. Общее число таких 

состояний (  G E dE1 1

0



 )бесконечно велико, но так как вероятность занятости 

состоянийn;
_

(E1) ~ exp(-E1/kT), то при достаточно больших E1 

(E1»kT)состояния будут практически пустыми и их можно не принимать 

вовнимание. Учитывая это, будем искать число состояний, которыемогут 

быть занятыми, интегрируя число состояний G(E1)dE1 свесом exp(-E1/kT). 

Тогда состояния с E1«kT будут иметь весблизкий к 1, а по мере роста E1 вес 

будет падать до 0: 
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 (2.82) 

Отсюда физический смысл величины exp()=N/1(T) - это средняя доля 

занятых состояний. Другими словами, из предоставленных частице для 

размещения при температуре T состояний 1(T) эффективно может быть 

занято только N состояний. 

Если воспользоваться выражением (2.82) для числа квантовомеханических 

состояний одной частицы 1(T), которые могут быть заняты при температуре 

T, то для энтропии вместо (2.79) будем иметь: 
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 (2.83) 

а химический потенциал 
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 (2.84) 

Таким образом, энтропия и химический потенциал выражаются через 

логарифм средней доли занятых состояний. 

В соответствии с (2.83) легко найти число микросостояний, соответствующее 

системе N частиц, находящихся при температуре T: 
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 (2.85) 

В последнем переходе (2.85) использована формула Стирлинга N!  (N/e)N. 

Здесь величина 1;   
N
/N! представляет собой число способов, которыми 

можно расположить N частиц по 1 ячейкам. Множительexp(3/2 N) учитывает 

неравнозначность состояний, соответствующих различным энергиям 

(сравните с формулой(2.56)). 

2.3.10. Условия равновесия подсистем, обменивающихсячастицами, 

импульсом и энергией. 

Рассмотрим две подсистемы с объемами V1 и V2, каждая изкоторых достигла 

внутреннего равновесия и характеризуетсяопределенными значениями числа 

частиц, полной энергии исуммарного импульса, вообще говоря, различными 

для разныхподсистем. Перечисленные параметры полностью определяют 

всефункции равновесного состояния, и, в частности, энтропиюкаждой 

подсистемы. Найдем условия равновесия этих подсистем вслучае, когда 

допускается контакт между ними, а в целомсистема замкнута. Практическим 
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примером может служить контактдвух соседних элементарных ячеек 

неравновесного газа, которыемогут отличаться не только плотностью частиц 

и температурой, но и скоростью гидродинамического движения. 

Энтропия является аддитивной функцией, поэтому энтропиявсей системы 

будет равна сумме энтропий двух рассматриваемыхподсистем. При контакте 

подсистемы могут обмениватьсячастицами, энергией и импульсом, в 

результате чегоопределяющие параметры каждой подсистемы - число частиц 

N, полная энергия E и средняя скорость u - будут изменяться. Ноэти 

изменения для отдельных подсистем не являютсянезависимыми, так как 

должны выполняться законы сохранениясуммарного числа частиц, полной 

энергии системы и ее импульса: 

 N1 +N2 = N 
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 N1mu1 + N2mu2 = P 

Для простоты ограничимся случаем |u1|=u1x =u1, |u2|=u2x =u2. 

Энтропия всей системы, очевидно, равна: 
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где в соответствии с (2.81) 
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Условие равновесия - максимальное значение полнойэнтропии системы S. 

Следовательно, условия равновесия в системе можнополучить, приравнивая к 

нулю все частные производные S понезависимым переменным. В качестве 

независимых переменныхудобно выбрать N1, T1, u1. Эти характеристики для 

второйподсистемы легко выразить через N1, T1, u1 из условийсохранения: 

 N1 +N2 = N (2.86) 

 E N kT
N mu

N kT
N mu
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2 2
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2 2
1 1

1 1

2

2 2
2 2

2

 (2.87) 

 P = N1mu1 + N2mu2 (2.88) 

Из этих выражений следует, что T2=T2(T1, u1, u2(u1)), N2=N2(N1), u2=u2(u1). 

Рассмотрим производную от S по числу частиц: 
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Учтем, что из условий сохранения можно получить: 

 
















N

N

T

T

N

N

u

u

N

N

T

u

mu

k

2

1

2

1

1

2

2

1

1

2

2

2

21
2

3
       , , ,  (2.90) 

 












T

u

N

N

mu

k N N T T

k

k k

k

k k

2

1

1

2

12

3

1 3

2

1
    , ,  (2.91) 

Подставляя в (2.89) значения частных производных (2.90 - 2.91), легко 

получить первое условие равновесия двухподсистем 
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Так как k=kTkk, то можно это условие равновесиявыразить в терминах 

химпотенциала 2/kT2 = 1/kT1. 

Второе условие равновесия получается аналогично: 

 

















S

T
N

T
N

T

T

T

N

T

N

T

N

N

N
T T

T T

1

1
1

1

2
2

2

2

1

1

1

2

2

1

2

1

1 2

1 2

3

2

3

2

3

2

1 1
0

     

 








  ,

 (2.93) 

Чтобы получить третье условие равновесия, возьмем частнуюпроизводную от 

энтропии по средней скорости: 

  





















S

u
N

T

T

u

T

u

u

u

N

T

N

N

mu

k

N

N

mu

k

N m

kT
u u

u u u u

1

2
2

2

2

1

2

2

2

1

2

2

1

2

1 1

2

2 1

2

2 1

2 1 2 1

3

2

2

3

2

3
0

0

  








 

  








   

  ,

 (2.94) 

Для общего случая, когда u1 и u2 направлены не по одной прямой,очевидно, 

потребуется равенство векторов 

-u1 = u2 (2.95) 

Таким образом,условиями равновесия являются равенствосредних долей 

занятых состояний (2.92), средних кинетическихэнергий хаотического 

движения, приходящихся на одну частицу(2.93) и средних скоростей 

подсистем (2.94-2.95). 
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Последнее условие обычно не присутствует в литературе потермодинамике, 

но для описания газов и их смесей оно являетсяважным. 

2.3.11. Работа изменения объема газа и 

термодинамическиепотенциалы разреженного газа. 

Вариации энтропии, обусловленные изменением числа частицN и 

температуры T, мы рассмотрели. Но энтропия зависит еще отодного 

параметра - объема V. Однако, изменение объема системы, заполненной 

газом, невозможно провести без приложения силы квнешней стенке объема. 

Приложение внешней силы нарушаетзамкнутость системы по энергии, так 

как, например, при сжатиинад газом будет совершена работа pV по 

преодолению его силдавления. 

Чтобы принять во внимание такое возможное воздействие нанашу систему, 

надо найти давление p, оказываемое частицами настенки потенциального 

ящика. 

Согласно квантовой механике, сила взаимодействия междучастицей и 

стенкой определяется как среднее значениепроизводной от гамильтониана по 

координате, которое может бытьнайдено как производная от выражения для 

собственного значенияэнергии по размеру потенциального ящика. 

Поэтому для (xx)-компонента тензора давления Pxx;    
(1)

, представляющего 

собой x-компоненту силы Fxx;    
(1)

, приходящейся наединицу поверхности, 

перпендикулярную оси x, будем иметь: 
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Давление, оказываемое одной частицей, находящейся впотенциальном ящике 

в состоянии (k1, k2, k3), вычисляется как1/3 следа тензора давления: 
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 (2.96) 

Чтобы найти давление, оказываемое на стенкипотенциального ящика N 

частицами, находящимися в состоянииравновесия при температуре T, 

необходимо (2.96) умножить на N и усреднить по всем состояниям. Так как 

результат усреднения Ek k k1 2 3
 известен: 

 E kTk k k1 2 3

3

2
  

то легко получить для давления следующее выражение: 
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Таким образом, мы получаем возможность записатьстатистические формулы 

для всех основных величин, применяемыхв термодинамике разреженных 

газов. 

В разреженном одноатомном газе можно пренебрегатьпотенциальной 

энергией взаимодействия атомов, а внутренняяэнергия будет определяться 

суммарной кинетической энергиейхаотического движения частиц: 
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Температура вводится как величина, характеризующаясуммарную 

кинетическую энергию хаотического движения частиц, приходящуюся на 

одну частицу: 
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 (2.97) 

Энтропия и химический потенциал выражаются через логарифмсредней доли 

занятых состояний  
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V mkT
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с помощью следующих простых формул: 

 S N N kT  
5

2
  ,  

Свободная энергия находится в соответствии с ееобщепринятым 

определением: 

 F = U - kTS = 
3

;
2
NkT - 

5
;
2
NkT + NkT = N - NkT (2.98) 

Потенциал Гиббса выразится следующим образом: 

 G =F + pV = N - NkT + NkT = N (2.99) 

И, наконец, энтальпия 

 H = U + pV = 
3

;
2
NkT + NkT = 

5
;
2
NkT (2.100) 

В соответствии с выражением для энтропии на основе (2.99) и (2.100) легко 

получить, что 
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   (2.101) 

2.4. Локальная неравновесная термодинамика газов. 

В общем случае эволюция системы многих частиц описывается уравнением 

Лиувилля для N-частичной функции распределения. Однако, в предыдущем 

разделе, на основе предположения Гиббса онезависимости эволюции 

достаточно больших подсистем, удалосьполучить равновесное распределение 

частиц и найти все основныеравновесные характеристики разреженного газа. 

Оказалось, чтопоследние не содержат информации о деталях 

столкновенийатомов. При выводе равновесной функции распределения также 

нетребуется никаких данных о потенциальной функции 

парноговзаимодействия газовых частиц. В частности, 

энергетическоераспределение частиц обусловлено не механическими 

законамипередачи энергии, но сугубо статистическими 

закономерностями.Для реализации таких закономерностей необходим только 

сам фактналичия обмена энергией между частицами. 

Наша дальнейшая задача - описание процесса эволюциисистем многих 

частиц к равновесию. Надо уметь правильнопредсказывать потоки массы, 

энергии и импульса в самыхразличных ситуациях, в которых могут оказаться 

вещества втехнологических процессах или научных экспериментах. 

Дляопределенности представим себе замкнутую с двух сторон трубу, 

заполненную газом. Какие типы неравновесности могут бытьсозданы в такой 

системе? 

2.4.1. Типы неравновесности в газах и времена ихрелаксации. 

Неравновесное распределение частиц по энергии может бытьсоздано, в 

частности, и при полностью однородном распределениигаза по пространству. 

Практически в эксперименте его можнополучить, например, выстрелив вдоль 

трубы лазерным лучом, ширина которого больше диаметра трубы, а частота 

излучениясовпадает с частотой энергетического перехода частиц газа 

ввозбужденное состояние. Неоднородное по пространствуи неравновесное по 

энергии распределение молекул легкореализуется в технике молекулярных 

пучков, например, припересечении пучков с разными температурами 

источников. 

Неравновесность такого типа как неравновесное распределение поэнергии 

релаксирует за счет столкновений атомов друг с другоми, если нет 

затруднений при передаче энергии во времястолкновений, то характерное 

время релаксации неравновесностипо энергии составляет несколько времен 

свободного пробега 
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Время релаксации связано со временем взаимодействия взчастиц друг с 

другом через параметр разреженности. Если параметр разреженности 

Vm/V  1, то эти два времени имеютодинаковый порядок величины, что 

существенно усложняетописание процесса. Для разреженных систем »вз, и 

различиевремен позволяет сводить многочастичную задачу к задаче 

дляодночастичной функции распределения. Если же при 

столкновенияхмолекул есть затруднения в передачи энергии, что характерно, 

например, для процессов обмена энергией между поступательнымии 

колебательными степенями свободы в многоатомном газе, тотребуется 

введение такой характеристики, как среднее числостолкновений Z, 

необходимое для эффективной реализации обменаэнергией. Характерным 

временем релаксации в этом случаеявляется величина Z, причем Z может 

быть достаточно большойвеличиной (до 106). Характерное время для 

поступательныхстепеней свободы для газа при нормальных условиях 

составляет 

  
   

 
 

1

2 7 10 16 10 10
2 10

19 3 16 2 5

10

. см см см с
с  

Неоднородность распределения частиц по пространству. Какпоказал 

анализ условий равновесия между двумя произвольнымиподсистемами, 

достигшими равновесия внутри себя, дляравновесия всей системы 

необходимо, чтобы средняя кинетическаяэнергия, приходящаяся на одну 

степень свободы (температура), исредняя доля занятых состояний 

(химический потенциал) былиодинаковы для всех частей системы, между 

которымиосуществляется контакт с беспрепятственным обменом частицами 

иэнергией. В противном случае система является неравновесной. 

Неравновесность подобного типа встречается в природе итехнологиях 

особенно часто. Средняя доля занятых состояний, покрайней мере, для 

разреженного газа, определяется плотностьючастиц и их температурой. Если 

будем иметь дело со смесьюгазов, то, очевидно, необходимо иметь 

выражение для среднейдоли занятых состояний по каждому компоненту. 

Выравниваниетемпературы и химического потенциала по системе в этом 

случаехарактеризуется несколькими различными временами релаксации. 

А. Если градиент давления создан в системе, где нетпричин для 

возникновения трения между движущимися с различнымискоростями слоями 

газа, то характерное время релаксации 
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где L - характерный размер системы. 

Ясно, что газ, впрыснутый с одной стороны вакуумнойкамеры, к 

противоположной стороне подойдет именно за времяp1. Если же порция газа 

впрыскивается в пространство, ужезаполненное газом, то выравнивание 

плотности идет по принципуэстафетной палочки также со скоростью ~ t 

или, чтоэквивалентно, со скоростью звука. 

Б. Если градиент давления создан таким образом, чтотрение между слоями 

играет большую роль (система типа трубы, которая имеет два характерных 

размера – длину L и радиус R), товремя выравнивания давления определяется 

переносом импульсамежду слоями, движущимися с разными скоростями. 

Времярелаксации тогда можно определить с помощью формулы Пуазейлядля 

скорости газа в трубе ( - вязкость): 
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В. Если создан градиент парциальной плотности газа присоблюдении 

однородности суммарной плотности частиц n nk
k

 , томеханизм 

эстафетной палочки уже не работает, так как каждаячастица испытывает в 

среднем одинаковое число ударов со всехсторон за счет частиц всех сортов. В 

этом случае частицыперемещаются из места, где парциальная плотность 

частицотносительно велика, в место, где их плотность меньше, за 

счетхаотического движения. Характерные времена 

выравниванияпарциальной плотности за счет диффузии в объеме с 

характернымразмером L можно определить с помощью закона Фика: 
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где D - коэффициент диффузии,C - концентрация. 

Затрудненность диффузионного перемещения приводит к тому, чтоcбольше, 

чем p1, в L/ раз. 

Г. Градиент температуры (т.е. градиент средней энергии, приходящейся на 

одну степень свободы) также выравнивается засчет хаотических 

столкновений. Характер переноса энергии -диффузионный. Аналог 
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коэффициента диффузии D при этом -коэффициент температуропроводности 

a, имеющий ту же самуюразмерность см2/с. Характерное время 

выравнивания Tопределяется аналогично времени диффузионной 

релаксации: 
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Некоторое замедление процесса релаксации температурытакже возможно, 

если существуют затруднения обмена энергиейпри столкновениях. 

2.4.2. Иерархия времен релаксации. 

Анализ показывает, что во многих ситуациях может иметьместо иерархия 

времен релаксации, когда одно время большедругого на порядок или более. 

Времена выравнивания температурыи химического потенциала в L/ или 

L2/2 раз, соответственно, превышают время установления максвелловского 

спектра. Такжеследует заметить, что время полной релаксации в 

системеразмером L пропорционально квадрату этого размера. Поэтому, если 

исключить свободномолекулярный режим, когда L ~ , толюбой процесс 

установления равновесия в изначальнонеравновесной системе можно разбить 

на несколько стадий. 

1. На первом этапе в малых подсистемах размером  « r « L за время порядка 

 r2/2  л устанавливается равновесие, которое называют локальным. Если 

r/ = 10, то л = 100  10-8с для газа при нормальных условиях. 

2. На втором этапе будет происходить выравнивание давления по механизму 

эстафетной палочки или в соответствии с закономерностями вязкого течения 

(пусть L=100см, R=0.01см): 
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3. На третьем этапе происходит пространственное выравнивание состава и 

температуры. 
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При таком большом различии характерных времен вполне разумным является 

предположение, что более медленные процессыпроисходят в условиях 

равновесия, обусловленного болеебыстрыми процессами. Например, если 
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порция газа черезбыстродействующий клапан впрыскивается в вакуумную 

камеру, тов каждом элементе объема размером r « L за время ~10-8 с 

установится почти максвелловское распределение по скоростям, слабо 

нарушаемое незамкнутостью такого элемента. За это времямолекулярный 

пучок практически не успеет сколько-нибудьзаметно сместиться от клапана 

внутрь камеры. Поэтому, рассматривая дальнейшее движение пучка, можно 

считать, что прикаждом новом положении фронта пучка, в любом элементе 

егообъема будет успевать устанавливаться локальное, почтимаксвелловское 

распределение по энергии, но с температурой, зависящей от координат и 

времени. 

Если же газ В через клапан впрыснуть в камеру, заполненную газом А, то за 

время L/  10-3 с (при нормальныхусловиях) установится почти 

равновесное распределениедавления, и дальнейшее выравнивание 

концентраций (в течениепримерно трех часов) можно рассматривать, считая, 

что давлениев системе однородно. Вместе с тем, очевидно, что выводы, 

сделанные на основе такого рассмотрения, нельзя распространятьна 

начальный период времени порядка L/ ~ 10-3 с(непосредственно после 

впрыскивания газа В). 

Таким образом, при условии L »  всю неравновеснуюсистему можно 

мысленно разбить на ячейки размером  « r « L исчитать, что в каждой 

ячейке наступило равновесие с некоторойтемпературой T и химпотенциалом 

. Значения T и  различны, вообще говоря, для различных координат и в 

различные моментывремени. Эта идея заложена в основу теоретического 

методаописания неравновесных явлений, который носит названиелокальной 

неравновесной термодинамики. 

2.4.3. Основная тенденция эволюции неравновесных систем. 

Полное число возможных состояний газовой N-частичнойсистемы при 

заданной суммарной энергии хаотического движениядостигает максимума 

при равновесном (максвелловском)распределении частиц по скоростям и 

однородных по пространствураспределениях средней доли занятых 

состояний exp(), долихаотической энергии, приходящейся на одну степень 

свободы(kT/2), и средней скорости u. 

Если будет нарушено хотя бы одно из условиймаксимальности числа 

состояний (или его логарифма - энтропии),то ясно, что это число будет 

самопроизвольно расти при наличиив системе столкновений частиц до тех 

пор, пока не достигнетмаксимума. 
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Так как стремление к самому вероятному равновесномусостоянию связано с 

выравниванием температуры, химпотенциала исредней скорости при 

сохранении общей энергии, импульса ичисла частиц, то ясно, что перенос 

энергии будет идти всторону меньшей температуры, перенос импульса - в 

сторонуменьшей средней скорости, перенос частиц - в сторону 

меньшейсредней доли занятых состояний. 

Любой неравновесный процесс будет связан с ростомэнтропии, и поэтому 

скорость роста энтропии в замкнутойсистеме или, как принято ее называть, 

производство энтропииявляется основной характеристикой неравновесных 

процессов. Воткрытых системах энтропия газа, кроме того, может 

изменятьсяза счет обмена со средой частицами и энергией. Поток импульсав 

такую систему не меняет ее энтропии, а только приводит к ееускорению как 

целого. 

2.4.4. Уравнение баланса энтропии. 

Рассмотрим неравновесную бинарную смесь газов. Выберем вней некоторый 

элемент объема V и запишем уравнение балансаэнтропии для этого объема 

 
 




s V

t
d Vs полн


   j ,   (2.102) 

Здесь s - плотность энтропии,[s]=см-3;js,полн - векторплотности потока 

энтропии,[ js ]=см-2с-1;  - производствоэнтропии в единице объема в единицу 

времени,[ ]=см-3с-1,   0. 

Уравнение (2.102) отражает тот факт, что числомикросостояний выбранной 

подсистемы, находящейся в объеме V, может меняться по двум причинам: 

1) столкновения частиц внутри системы приводят кустановлению более 

вероятного макросостояния, реализуемогочерез большее число 

микросостояний. Этот процесс описываетвторой член правой части 

уравнения. В замкнутой системе онявляется единственным; 

2) в открытой системе число состояний может менятьсяиз-за наличия потока 

энтропии через поверхность. Очевидно, чтотакой поток может иметь 

конвективную природу, когда границуобъема пересекает определенное 

количество газа, движущегося соскоростью u и обладающего плотностью 

энтропии s. Но даже приu = 0 энтропия внутри V может изменяться за счет 

изменения n или T из-за наличия диффузии или потока тепла. 

Векторплотности потока энтропии js,полн включает все 

перечисленныемеханизмы переноса энтропии через границу объема V. 

Устремляя V к нулю и деля на него (2.102), получим: 
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s

t
s  div полнj ,  (2.103) 

При изучении неравновесных состояний нас интересует,прежде всего, рост 

энтропии за счет столкновений частиц, а неза счет перетока газа как целого. 

Поэтому разумно выделить изполного потока энтропии конвективную 

составляющую s
0
: 

 js,полн = js + s
0
 (2.104) 

 0
1 1 2 2

1 2 


  
 


   

u u
, , k k kn m  

где uk - средняя скорость k-того компонента,
0
 - средняямассовая скорость 

смеси. 

Учитывая, что 

 div divs s s  0 0 0    (2.105) 

можно переписать (2.103) в виде: 

 





s

t
s
ds

dt
ss       0 0div divj  (2.106) 

где ds/dt - полная производная по времени вдоль траектории. Ее физический 

смысл - скорость изменения энтропии в элементе dV, движущемся с 

конвективной скоростью смеси 
0
. 

2.4.5. Скорость изменения энтропии вдоль траекториидвижения 

элемента газа. 

Теперь найдем скорость изменения энтропии, предполагая, что элемент 

объема dV настолько мал, что в нем успеваетустановиться локальное 

равновесие, и, в то же время,dV достаточно велик, чтобы его можно было 

считать квазизамкнутым.Это позволяет воспользоваться известным 

выражением дляплотности энтропии равновесных замкнутых систем 

черезплотность числа частиц компонентов и 

температуру:s(t)=s[n
1
(t), n

2
(t), T(t)]. Беря полную производную по времениот 

этой функции и сравнивая затем полученное выражение с(2.106), можно 

найти  и js как функции потоков числа частиц, импульса и энергии, которые 

связаны с производными по времениот n и T благодаря законам сохранения 

числа частиц, энергии иимпульса. 

Проведем соответствующие вычисления. Плотность энтропиилегко получить, 

деля полученное выражение для энтропии (2.79)на объем V: 
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 s n n n n   
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2
1 2 1 1 2 2   (2.107) 
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 (2.108) 
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i

Nk

  


,  (2.109) 

где nk - парциальная числовая плотность k-того компонента,k -логарифм 

средней доли занятых состояний k-того компонента. 

В соответствии с предположением о быстром установленииравновесного 

распределения по энергиям с определеннойтемпературой, будем считать, что 

все Tk равны температуре T смеси, которая будет определяться через 

кинетическую энергиювсех атомов смеси в системе координат, движущейся 

сосреднемассовой скоростью смеси, т.е. 
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значит 

 
3

2 2

0

2

nkT e 


 (2.110) 

Выбор 
0
 в качестве скорости смеси в определенной мере произволен и 

вносит некоторую неточность, которая можетсказаться в потоках тепла, 

связанных с диффузионным переносом.Однако в классическом подходе 

сделано именно так. По-видимому, более точный подход - введение 

температур компонентов, но этоприводит к появлению дополнительных 

параметров, от которыхзависит энтропия, и не очень оправданно 

усложняетрассмотрение. 

Используя (2.107 - 2.109), найдем ds/dt: 

 

ds

dt

s

n

dn

dt

s

n

dn

dt

s

T

dT

dt

dn

dt

dn

dt

n

T

dT

dt
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 (2.111) 
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Здесь использовано, что 

 










s

n

s

n1

1

2

2

3

2

3

2
   ,  (2.112) 

 




s

T

n

T
n n n  

3

2
1 2,  (2.113) 

Производные от n
1
, n

2
, T легко найти из законовсохранения числа частиц, 

энергии, импульса. 

2.4.6. Закон сохранения числа частиц. 

В лабораторной системе координат уравнение баланса частиц1-го компонента 

запишется аналогично уравнению балансаэнтропии (только отсутствует 

источник для сохраняющихсявеличин): 

 




n

t
n1
1 1 div u  (2.114) 

Чтобы перейти к балансу в объеме, движущемся со скоростью
0
, добавим к 

обеим частям (2.114) величину 
0
n

1
: 

 





n

t
n

dn

dt
n n

n n n n

n

1
0 1

1
0 1 1 1

0 1 1 1 1 0 1 0

1 1 0

      

     

  

 

  



div

div div div

div div

u

u

j

 (2.115) 

 
dn

dt
n2

2 2 0  div divj   (2.116) 

где j
k
= n

k
(u

k
-

0
) - плотность диффузионного потока. 

Умножая (2.115) на m
1
, (2.116) - на m

2
 и складывая, получим закон сохранения 

массы смеси: 

 
d

dt


  div0  (2.117) 

Суммируя (2.115) и (2.116), получим уравнение балансаполного числа частиц 

смеси: 

  
dn

dt
n   div div0 1 2j j  (2.118) 

2.4.7. Закон сохранения импульса. 

Закон сохранения для каждой компоненты импульса записывается 

аналогично закону сохранения числа частиц (2.114). Особенность состоит в 
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том, что поток импульса черезграницу выбранного элемента объема может 

существовать нетолько за счет средней скорости газа как целого 

(конвективныйперенос), но и за счет передачи импульса в 

столкновениях.Ярким примером такой передачи импульса является 

движениеброуновской частицы, которая может приобретать ускорение засчет 

нескомпенсированной передачи импульса при ударах состороны 

окружающих молекул, хотя нормальная компонентаскорости равновесного 

газа как целого, а, следовательно, ипоток частиц через любую поверхность 

равны нулю. 

Неконвективную плотность потока x-компоненты импульса обозначим через 

 Px(Pxx, Pxy, Pxz) 

Тогда закон сохранения x-компоненты импульса единицы объемасмеси 


0xзапишется так: 

 
 

 
 




0

0 0

x

x x
t

  div  P  (2.119) 

Перейдем к полной производной по времени (вдоль траектории), для чего 

учтем, что 

    div div  0 0 0 0 0 0x x x      (2.120) 

Подставляя (2.120) в (2.119) и перенося 
0
(

0x) в левуючасть, получим 

 
 d

d t

x

x x




0

0 0  div div P  (2.121) 

Левую часть (2.121) с учетом (2.117) легко преобразовать к виду: 

 
 d

dt

d

dt

d

dt

d

dt

x x
x

x
x













0 0
0

0
0 0    div  (2.122) 

Подставляя (2.122) в (2.121), получим выражение, соответствующее второму 

закону Ньютона для единицы объемагаза: 

  
d

d t
m x Fx

x V Vx
0   divP ,    (2.123) 

Для дальнейших вычислений нам потребуется уравнениебаланса 

механической энергии0
2 2 . Для того, чтобы получитьэто уравнение, 

умножим (2.123) на 
0x: 

 
  

  0
0 0

2

0 0 0
2

x
x x

x x x x x x

d

d t

d

dt
      div divP P P  (2.124) 
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Просуммируем (2.124) по всем компонентам x, y, z: 

 
 

 

  






2

0

2

0
0

0

d

dt x
P P

x

P P

j

i ij

ji

ij
i

jji

   

   

 

div Grad0 
 

:

 (2.125) 

где (
0
  


P ) - это внутреннее произведение тензоров 1-го и 2-горангов, оно 

является вектором, компоненты которогопредставляют собой скалярные 

произведения вектора 
0
 на строкитензора 


P ;P:Grad

0
 - это скалярное 

произведение тензоров2-го ранга. 

Чтобы получить уравнение баланса механической энергии, левую часть 

(2.125) надо преобразовать к виду  





t
0

2 . Проведем эти преобразования: 
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  div  (2.126) 

Переходя в (2.126) к частной производной, получим 
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div

 (2.127) 

Подставляя (2.127) в (2.125), получаем уравнение балансамеханической 

энергии: 

 




 

t
P P0

2

0

2

0 0 0
2 2









  









   div div Grad  

 
:  (2.128) 

Здесь 
0

2

0
2

  - конвективная плотность потока механическойэнергии; 

0 

P  - плотность потока механической энергии, передаваемой 

неконвективным путем за счет передачи импульсапри столкновениях частиц; 

P:Grad 0  играет роль источника, связанного сотсутствием сохранения 

механической энергии внутри элементаобъема. Эта энергия может 

переходить в тепловую энергию засчет трения слоев из-за наличия Grad 
0
. 

Подставляя (2.126) в (2.125), получим еще одно полезноевыражение для 

производной от механической энергии вдольтраектории: 
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d

dt
P P
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     div div Grad  

 
:  (2.129) 

В дальнейшем часто бывает удобно в тензоре плотностипотока импульса или, 

иначе говоря, в тензоре напряжений, выделить сугубо неравновесную часть 
  - тензор вязкихнапряжений и гидростатическую часть pU


: 

 
  
P pU    

где p - гидростатическое давление,p=(Pxx +Pyy +Pzz)/3, 

U  -единичный тензор. 

Замечая, что (ij - символ Кронекера) 

 

U

x x
ij

i

jij

i

ii

:Grad div 0
0 0

0   







 (2.130) 

легко получить, что 

 
 
P p: :Grad Grad + div  0 0 0   (2.131) 

2.4.8. Закон сохранения энергии. 

Если через je обозначить плотность потока энергии сучетом ее конвективного 

переноса, то уравнение баланса дляплотности энергии газа в лабораторной 

системе координат можнозаписать в виде: 

 




e

t
e div j  (2.132) 

Добавляя к левой и правой части (2.132) величину 
0
e и используя 

соотношение div e
0
 = e div 

0
 + 

0
e, получимвыражение для производной 

от плотности энергии е вдольтраектории 

  
de

dt
e ee   div divj  0 0  (2.133) 

Вычитая (2.129) из (2.133), легко получить уравнениебаланса внутренней 

энергии u: 
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div div

div div Grad
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:

:

 

Введем плотность потока тепла 

 j j jq e ee P h          0 0 0 0

 
  (2.134) 
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тогда полную производную от внутренней энергии можно переписать в виде: 

 

du

dt
u P

h h u p

q

q

    

     

div div Grad

div div Grad

j

j

 

 

0 0

0 0





:

: ,

 (2.135) 

а для частной производной будем иметь 

  




u

t
u Pq   div Gradj  0 0


:  (2.136) 

Уравнение (2.136) - это уравнение баланса внутренней энергии. Здесь 

плотность потока тепла jq представляет собой неконвективную плотность 

потока внутренней энергии; 

(jq+u
0
) - полная плотность потока внутренней энергии; 


P:Grad 0  - это член, описывающий обмен междумеханической и 

внутренней энергиями. 

На основе (2.135), учитывая, что u=3nkT/2, получимнеобходимую нам для 

вычисления производной от энтропиипроизводную от температуры: 
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 j j j

:

 

С учетом закона сохранения числа частиц искомаяпроизводная от 

температуры запишется следующим образом: 

  
3

2

3

2

3

2
0 1 2 0 0kn
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dt
nkT kT hq= div div div div Grad      j j j


:  

Разделив это уравнение на kT, получим 
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n

T

dT

dt
n

kT
n

kT
q= div div div div Grad      j j j


: (2.137) 

2.4.9. Плотность потока и производство энтропии. 

Благодаря законам сохранения числа частиц, импульса иэнергии, найдены все 

необходимые полные производные по времениот плотностей числа частиц 

компонентов и температуры. Этопозволяет рассчитать полную производную 

по времени от энтропиии приравнять эту производную к выражению, 

полученному наоснове рассмотрения уравнения баланса энтропии единицы 

объема. 
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Таким образом, основываясь на (2.115), (2.116), (2.137)и, с другой стороны, 

используя (2.106), (2.107), легкополучить: 
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   div div div div

div div div div Grad

div

 

  

j j

j j j

j


:

         s n n nsdiv div div div div   0 0 1 1 0 2 2 0

5

2
j

 

Если провести очевидные сокращения, то будем иметь: 

      div div div div Gradj j j js q
kT kT

  1 1 2 2 0

1 1 
:   

Чтобы выяснить, какие члены (2.138) относятся кпроизводству энтропии , а 

что является вектором плотностипотока энтропии, необходимо выделить 

члены с div безмножителей, тогда 

 

         










  









 

div div

div Grad

j j j j j

j
j

s

q

q
kT kT kT

    1 1 2 2 1 1 2 2

0

1 1 
: 

 (2.139) 

Таким образом, плотность потока энтропии и производствоэнтропии 

разделились очевидным образом: 

 j j j js kT    1 1 2 2 1  (2.140) 

        








 


j j

j
j1 1 2 2 2 0

1
div Grad

q

q
kT

T

kT kT


:   (2.141) 

Производство энтропии оказалось равным сумме произведений потоков 

на градиенты величин, вызывающих неравновесность. Мывидели, что 

условием равновесия двух подсистем являетсяравенство логарифмов средней 

доли занятых состояний k,равенство температур и равенство скоростей. Как 

видно из(2.141), именно градиенты этих величин и вызывают 

производствоэнтропии. 

Поток импульса через границу элемента объема (при этомрассматриваются 

не два соседних элемента, а единственныйэлемент) приводит к изменению 

скорости элемента как целого, аэто не меняет значение энтропии, поэтому в 

выражение плотностипотока энтропии не входит тензор давлений. 
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Возвращаясь к (2.141), заметим, что логарифм средней долизанятых 

состояний является функцией температуры. Чтобы найтипоток, сопряженный 

T, с учетом зависимости от температуры, которая содержится в k(T), 

выразим k через T: 
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Подставляя это выражение в , получим 
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Здесь плотность потока тепла j;  q, сопряженного T, 

учитываетдиффузионный перенос тепла: 

     j j j jq q kT
5

2
1 2  

В случае малых скоростей, когда можно провестилинеаризацию и пренебречь 

0 

в (2.134) имеем: 

 

             

     

j j j j j j j j

u u j w

q q e e

e

h

n
h

h

n
h

h

n
n

h

n
n

h

n
n

h

n
n h

1 2 0 1 2 0

1 1 2 2 1 0 2 0

 

 

 (2.142) 

где w=c
1
u

1
 + c

2
u

2
 - средняя числовая скорость смеси. 

Таким образом, производство энтропии  можно переписать ввиде: 

            


j j j1 1 2 2 2 2 0

1
T T

T

kT kT


:Grad   (2.143) 

В выражении (2.143) надо учесть, что потоки диффузии j1, j2 не являются 

независимыми, и перейти от логарифма среднейдоли занятых состояний к 

величинам, обычно применяемымэкспериментаторами - p, ck, T: 

 jk = nk (uk – 
0
),     j1m1 = – j2m2 
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Проведем симметризацию по индексам 1 ; 2 
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 (2.144) 

Величину  p

m m

m c m c






2 1

1 1 2 2

называют постоянной бародиффузии. 

Производство энтропии (2.143) приобретает вид: 

     











 


 nc c

c

c c

p

p kT
T

kT
p

q

1 2 1 2
1

1 2

2 0

1
u u

j 
:Grad   (2.145) 

2.4.10. Сдвиговая и объемная вязкость. 

Рассмотрим более подробно последний член выражения(2.145), связанный с 

вязкими явлениями. При выделении изполного тензора плотности потока 

импульса 

P  единичноготензора pU


, вообще говоря, получается тензор 


  с 

ненулевымидиагональными компонентами xx,yy,zz. Иными словами, 

припереходе от равновесного состояния, когда 
 
P pU  кнеравновесному, 

могут возникать добавки (возмущения) как внедиагональных, так и в 

диагональных компонентах тензоранапряжений. Неравновесные явления, 

вызывающие возмущениядиагональных и недиагональных компонентов 

тензора напряжений, имеют различную природу и характеризуются 

величинами различнойтензорной размерности. Для разделения этих эффектов 

разобьемвязкий симметричный тензор давлений и тензор Grad 
0
 на 

двечасти: 
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   U

0

 (2.146) 

  Grad div Grad  0 0

0

03 

U  (2.147) 

где скаляр 

 


 




 
:U

ii

i3

1

3 1

3

 

то есть, равен 1/3 следа вязкого тензора давлений. 

Аналогично div 
0
 есть след Grad 0. Очевидно, что тензоры



0

 и Grad
0

0

обладают нулевым следом. Вследствие этогоскалярное произведение 



: Grad 
0
 можно переписать следующимобразом: 

 
 
  : :Grad div Grad  0 0

0 0

0   (2.148) 

так как скалярное произведение единичного тензора напроизвольный тензор 

того же ранга дает его след. 

В дальнейшем нам будет необходимо связывать тензоры 


0

 иGrad
0

0

линейной зависимостью, но такой связи мешает то, что 


0

 - симметричный 

тензор, а Grad
0

0  - произвольный тензор.Чтобы избежать этой трудности, 

разобьем тензор Grad
0

0  насимметричную и антисимметричную части: 

 Grad Grad Grad
0

0

0

0

0

0  








 











s a

 (2.149) 

причем 
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 (2.150) 

 Grad
0

0
0 01
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j
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 (2.151) 

Первая часть (2.150) симметризует недиагональные члены, авторая - зануляет 

след. Диагональный член (2.151) равен нулю, а сумма (2.150) и (2.151), 

очевидно, даетGrad 
0
. 

Так как скалярное произведение симметричного тензора 

наантисимметричный равно 0, то для производства энтропии, 

обусловленного вязкими явлениями, получим (используя (2.149)): 
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1 1
0

0 0

0 0
kT kT kT

s 
 


: :Grad Grad div    (2.152) 

Полный вклад вязких явлений в производство энтропии оказывается 

разделенным на две части. Первая часть описывает сдвиговую вязкость. 

Вторая часть - 


kT
div0 , связана соскоростью изменения удельного объема и 

обусловлена наличиемобъемной вязкости. 

Таким образом, плотность производства энтропии в бинарнойнеравновесной 

смеси газов можно записать в следующем виде: 

       








  












 n c c c

p

p

T

kT kT kT
p q

s

u u j1 2 1 1 2 2

0 0

0 0

1 



: Grad div  (2.153) 

Введем универсальное обозначение X для пространственных производных от 

величин, характеризующих условия равновесия.Эти производные принято 

называть термодинамическими силами. Они выводят статистическую 

систему из равновесного состояния. 

Если в каждом члене (2.153) выделить термодинамическую силу, то 

оставшаяся часть будет иметь смысл какого-либо потока - диффузионного, 

теплового, импульсного - которые принятоназывать термодинамическими 

потоками. Разбиение каждогослагаемого (2.153) на сомножители - 

термодинамические силы итермодинамические потоки - не является 

однозначным. Например,множитель n в первом члене (2.153) можно отнести 

либо к силе, либо к потоку. Однако произведение силы на сопряженный 

ейпоток должно строго давать соответствующий вклад впроизводство 

энтропии. Обозначим в качестве термодинамическихсил следующие 

величины: 

 

X XD p q

s

c c c
p

p

T

kT

X
kT

X
kT

  


 


 











 

1 1 2 2

0

0
0

 , ,

,

 

Grad
div




 (2.154) 

В этом случае плотность производства энтропии будет иметь вид суммы 

произведений термодинамических сил на сопряженные им потоки: 

        n X XD q qu u X j X1 2

0 
  :  (2.155) 
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2.4.11. Феноменологические уравнения для потоков. 

Далее в термодинамике необратимых процессов учитывают открытые в 

опыте законы, согласно которым термодинамическиепотоки n(u1 – u2),jq; , 


0

, являются линейными функциямитермодинамических сил XD, T/kT
2
,

Grad
0

0










s

kT ,div 0 /kT. Приэтом каждая термодинамическая сила, 

вообще говоря, вызывает нетолько сопряженный ей поток, но и другие 

потоки. Такоеперекрестное влияние ограничивается только 

свойствамисимметрии. Например, для изотропной среды (то есть среды, 

свойства которой в равновесном состоянии одинаковы во всехнаправлениях) 

потоки и термодинамические силы различнойтензорной размерности не 

могут быть связаны друг с другом.Причины перекрестного влияния 

термодинамических сил станутболее ясными при кинетическом 

рассмотрении соответствующихпотоков. Немного забегая вперед, 

попытаемся понять суть такоговлияния. 

Созданный в газе градиент (например,T) вызываетнекоторое отклонение 

функции распределения по скоростям отмаксвелловской, что приводит к 

появлению теплового потока(соответствующее интегрирование возмущенной 

функции даетненулевой вклад). Но при этом никто специально не 

создаетусловий, чтобы разность скоростей (u1–u2) в возмущенном 

такимобразом газе обращалась в 0. И эта разность средних 

скоростейдействительно возникает как некоторое сопровождение 

потокатепла. Аналогичным образом возникают и другие 

перекрестныеявления. 

Поэтому на основе выражения для плотности производстваэнтропии (2.155) 

можно записать следующие феноменологическиеуравнения для потоков: 

 jq;  = LqqXq + LqDXD 

 n(u1 – u2) = LDqXq + LDDXD 

 
 
  

0

 L X  

  = LX
П
 (2.156) 

Коэффициенты пропорциональности в линейных связях термодинамических 

сил и потоков Lqq, LqD, LDq, LDD, L
П
, L носят название кинетических 

коэффициентов. 

Так как определение потоков и сил имеет некоторыйпроизвол, то и 

кинетические коэффициенты определяютсянеоднозначно. Однако, нельзя 
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любой коэффициентпропорциональности между T,
0
 или c1 и каким-

либо потокомсчитать кинетическим коэффициентом. Условием 

применимостиобщих закономерностей термодинамики 

необратимых(неравновесных) процессов является такой 

выбортермодинамических сил и потоков, при котором произведение силына 

сопряженный поток давало бы в точности выражение длякакого-либо 

слагаемого в формуле производства энтропии. 

Опытные законы типа выражений (2.156) были открыты раньшеустановления 

общих закономерностей неравновеснойтермодинамики. Поэтому в научной 

литературе вместокинетических коэффициентов Lqq, LqD, LDq, LDD, L, L 

чащевстречаются коэффициенты теплопроводности , термическойдиффузии 

DT, взаимной диффузии D12, вязкости  и объемнойвязкости,  которые 

вводятся в соответствии со следующимисоотношениями, в которых мы 

пренебрегаем бародиффузией: 

              j u u1 1 2

1 2

12

1 2

1 T pk T
pk D

Tc c
T

pk D

c c
cT

T T T , 

  u u1 2

1 2
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1 2
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c c
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 Grad 

s

 

  = – div 
0 (2.157) 

где k
D

D
T

T
12

 - термодиффузионное отношение. 

Из выражений (2.157) и (2.156) легко получить связьобобщенных 

кинетических коэффициентов локальной неравновеснойтермодинамики с 

введенными ранее коэффициентами , DT, D12, , : 

 

L kT L L
pD

c c

L kT L kT L
nD

c c

qq Dq qD
T

DD

  

  



 

2

1 2

12

1 2

2

, ,

, ,

 (2.158) 

2.4.12. Условия, накладываемые на кинетические коэффициенты 

требованием неотрицательности производства энтропии. 

Вследствие того, что производство энтропии не может бытьменьше 

нуля,  0, на кинетические коэффициенты накладываютсянекоторые 
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ограничения. Чтобы выяснить их суть, запишемпроизводство энтропии в 

виде, получаемом подстановкой (2.156)в (2.155): 

       L X L L L X L X LXqq q qD D q Dq D q DD D

2 2 2 2
X X X X   


 (2.159) 

Если действует только одна сила, а остальные равны 0, тов (2.159) остается 

только одно слагаемое с квадратомдействующей силы, поэтому требование 

  0 приводит к тому, что Lqq, LDD, L, L должны быть строго положительны. 

Еслиодновременно действуют силы со взаимным влиянием не только 

насопряженные им потоки, то должна быть положительна 

следующаяквадратичная форма: 

 LqqXq;    
2
 + (LqD + LDq)XD Xq +LDDXD;    

2
  0 (2.160) 

Введем обозначения: 

 Y X Y Xq qq q D DD DL L ,  

тогда (2.160) перепишется в виде 

 Y
L L

L L
Yq

qD Dq

qq DD

q D D

2 2 0


 Y Y  (2.161) 

Учитывая, что Yq и YD могут независимо принимать любыезначения, легко 

понять, что выражение (2.161) для случаяпараллельных векторов Yq и YD 

представляет собой стандартнуюквадратичную форму. Условие ее 

неотрицательности состоит втом, что коэффициент формы удовлетворяет 

соотношению 

 
L L

L L

qD Dq

qq DD


 2  (2.162) 

или при LqD = LDq 

 L L LqD qq DD  

Таким образом, модуль перекрестного коэффициентаограничен средним 

геометрическим от значений диагональныхкоэффициентов. 

2.4.13. Соотношения взаимности Онзагера. 

Если равновесная энтропия определяется только числомчастиц и суммарной 

кинетической энергией хаотического движенияатомов, приходящейся на одну 

частицу, и не зависит от деталейстолкновений, то производство энтропии, 

определяющее скоростивыравнивания температуры и концентрации, 

очевидно, должноопределяться деталями столкновений частиц: их 

тепловымискоростями, длиной свободного пробега и 
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другимихарактеристиками атомов и молекул. При этом следует помнить, что 

столкновения частиц подчиняются уравнениям движенияНьютона при 

классическом подходе или Шредингера - приквантовомеханическом 

описании. Оба эти вида уравнений движенияобладают инвариантностью по 

отношению к смене знака времени. 

Для примера рассмотрим уравнение Ньютона для одномерногодвижения 

частицы при силе Fx = const: 
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Решение этого уравнения, удовлетворяющее условию x(t = 0) = x
0
, 

dx/dtt=0 = x(t=0) = x0, имеет вид: 
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Найдем теперь траекторию движения этой частицы в том жесиловом поле, но 

в другой системе отсчета времени t = – t + tk.Уравнение движения в этой 

новой системе (x(t) - траектория всистеме отсчета времени t) имеет вид: 

 
d x

dt
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m
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Будем искать решение этого уравнения с начальнымиусловиями x(t=0) = xk, 

x(t=0) = -xk, т.е. вместе с обращениемзнака времени (dt= -dt) в начальном 

условии изменяется знак скорости. Тогда решение последнего уравнения 

имеет вид: 
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t
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xk k
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или, подставляя t = - t + tk, xk = x(tk), xk = x(tk), получим 
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Сравнивая x(t) и x(t) видим, что после обращения времени сзаменой знака 

скорости, траектории при прямом и обратном ходевремени совпадают. Это 

свойство и называют инвариантностью поотношению к смене знака времени. 

Такой обратимостью во времени обладают далеко не всеуравнения. 

Например, рассмотрим уравнение диффузии: 

 








c

t
D

c

x
 12

2

2
 (2.163) 

с начальным условием с(t=0, x) = c
0
(x). 

В обращенной системе отсчета t = - t (tk = 0) начальноеусловие 

с(t=0, x) = c
0
(x) остается без изменения, а уравнение(2.163) будет иметь вид: 
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или, учитывая, что t = - t, получим: 
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 (2.164) 

Для искомой функции с(t, x) получается другое по сравнению с (2.163) 

уравнение. Характер решений с(x, t) и с( x, t) показан на рис.2.5. 

Если с(t, x) соответствует расплыванию, рассасываниюпорции газообразного 

вещества, впрыснутой в момент времени t вгазовую систему, то функция 

с(t, x), наоборот, будетсоответствовать стягиванию примеси, 

распределеннойпервоначально по пространству более или менее равномерно, 

водну точку. 

РЕШЕНИЯ ПРЯМОГО И ИНВЕРСНОГО УРАВНЕНИЯ ДИФФУЗИИ 

 

Рис.2.5. 
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Однако последний из указанных процессов в природе непроисходит. С точки 

зрения теории это соответствует тому, чтос(t, x) не является решением 

уравнения диффузии. Наличие такихсущественно необратимых явлений 

позволяет выделить прошлое ибудущее на оси времени. 

Уравнения динамики не обладают таким свойством. Если вкакой-либо 

замкнутой динамической системе повернуть в моментt=tk все скорости 

частиц на противоположные, то динамическаясистема пройдет в обратном 

порядке все те состояния, которыеона проходила в прямом развитии в 

соответствии с уравнениямидвижения. Простейший пример, шарик сбросили 

с высоты h
0
. Еслина высоте h шарик попадает на горизонтальную абсолютно 

упругуюстенку, которая меняет его скорость точно на противоположную, то в 

соответствии с законом Ньютона шарик пройдет всесостояния, которые он 

проходил в прямом развитии событий. 

Если в строгих расчетах кинетических коэффициентовпроследить за 

последствиями такой симметрии уравнений динамикиотносительно смены 

знака времени, то оказывается, что онаприводит к симметричности матриц 

кинетических коэффициентов. Внашем случае это означает, что LqD = LDq. Это 

и есть такназываемые соотношения Онзагера для перекрестных 

кинетическихкоэффициентов. 

2.4.14. Система уравнений переноса частиц, импульса иэнергии в 

локальной неравновесной термодинамике. 

Возвращаясь теперь к законам сохранения числа частицкомпонентов, энергии 

и импульса, следует заметить, что ониявляются в некоторой степени 

формальными и бесполезными, таккак содержат такие неопределенные 

величины как плотностидиффузионного потока, потоков энергии и импульса. 

Толькоподстановка в эти уравнения сохранения 

феноменологическихвыражений для потоков делает систему 

гидродинамическихуравнений, описывающих неравновесное поведение 

сплошных сред, замкнутой. 

Выведем сначала уравнение для концентрации бинарной смесиc
1
. В 

качестве исходного возьмем уравнение сохранения числачастиц первого 

компонента: 
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Учитывая, что 
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получим: 
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Подставляя в (2.165) выражение для (u
1
 – u

2
), будем иметь 
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w div  (2.166) 

Учитывая, что для разреженных газов nD
12

 в изотермическойсмеси 

практически не зависит от давления и концентрации, (2.166) можно 

переписать в виде: 
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w div div  (2.167) 

где введен так называемый термодиффузионный фактор 

 k
D

D
T

T
12

 

который является безразмерной величиной. 

Если диффузию наблюдают в замкнутой системе, то быстраярелаксация 

возможных перепадов давления приводит к тому, чтодавление перестает 

зависеть от времени. Последнее обеспечиваетравенство нулю 

среднечисловой скорости (w=0). Тогда дляизотермических условий (T=0) 

уравнение (2.167) дает хорошоизвестное уравнение диффузии (второй закон 

Фика): 

 




c

t
D c1
12 1   



115 

 

Для вывода уравнения движения воспользуемся уравнением(2.123), 

записанном для проекции скорости на ось x: 

 
d

dt

x
x

0  divP  

Для произвольной проекции i будем иметь 
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Здесь по повторяющимся индексам идет суммирование от 1 до 3.Учитывая, 

что 

 P pij ij ij ij    
0

 

и подставляя феноменологические выражения для 
0

ij  и , получим: 
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 (2.168) 

Если сдвиговая  и объемная  вязкости слабо зависят от координат, то 

уравнение движения в векторном виде запишетсяследующим образом: 
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0 0 0 0

3t
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 grad div  (2.169) 

Это стандартная запись уравнения Навье-Стокса. 

Для вывода уравнения переноса тепла в бинарной смесирассмотрим 

уравнение (2.137), умноженное на 2T/3n: 

    
dT

dt
T

T

n kn kn
q     

2

3

2

3

2

3
0 1 2 0div div div Grad j j j


:  (2.170) 

Далее учтем, что в пренебрежении бародиффузией (p/p « T/T) 

  j j u u1 2 1 2 1 2 12 1 12      


nc c n D c n D k
T

T
p p p T    

Плотность потока тепла по определению есть (см. (2.142, 2.157)) 

    j u u j jq TT pk
h

n
       1 2 1 2  

Подставляя диффузионный поток в jq, получим: 
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Полученные выражения для потоков подставим в (2.170), врезультате будем 

иметь: 
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 (2.171) 

Если имеем дело с первоначально покоившейся однородной по составу 

бинарной смесью, то T вызовет некоторую диффузиюгазов в результате 

перекрестного термодиффузионного эффекта, однако возникающий при этом 

градиент концентрации будетвозрастать до тех пор, пока разность скоростей, 

обусловленнаяT и c, не обратится в 0. Из условия 

 u u1 2
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1 2
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1 2
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следует, что 

   


c k
T

T
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Учитывая этот факт и равенство 
0 
= 0, получим классическоеуравнение 

теплопроводности в пренебрежении зависимостьюкоэффициента 

теплопроводности от координат: 

  





T

t
kn T a T 2 3    

Здесь a=/c
V
 - коэффициент температуропроводности,c

V
=3nk/2 -удельная 

теплоемкость при постоянном объеме. 

Таким образом, система уравнений диффузии (2.167), движения (2.168), 

теплопроводности (2.171) вместе с уравнениемнепрерывности 

  t = – div
0
 (2.172) 

и уравнением состояния 
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 p = nkT (2.173) 

(всего 7 уравнений) образуют замкнутую систему уравнений для следующих 

7 функций времени и координат: c
1
, 

0x, 0y, 0z, p, T, . 

2.4.15. Основные достоинства и недостатки 

локальнойнеравновесной термодинамики. 

Подведем итоги рассмотрения неравновесного поведения газана основе 

локальной термодинамики необратимых процессов. 

Установлена общая классификация неравновесных 

явленийквазиравновесного типа, получено выражение для 

производстваэнтропии, которое показывает, что неравновесные явления в 

этомслучае возникают из-за неоднородного распределения попространству 

параметров ni, T, 
0
, определяющих равновесноезначение энтропии. 

Установлены определенные ограничения на значениякинетических 

коэффициентов: положительность диагональных исимметрия перекрестных 

коэффициентов, положительностьквадратичных форм. 

Получена замкнутая система гидродинамических уравненийпереноса числа 

частиц, импульса и энергии. Хотя локальнаянеравновесная термодинамика не 

позволяет установить значениякинетических коэффициентов, но она полезна 

во многихпрактических ситуациях. Воспользовавшись известными из 

опытазначениями кинетических коэффициентов, с помощью 

уравнений(2.167, 2.168, 2.171, 2.173) можно описать широкий кругявлений 

тепломассообмена. Причем следует отметить, что и донастоящего времени с 

точки зрения термодинамического уровняописания остался нерешенным 

широкий круг задач переноса. 

Большое значение имеет аппарат локальной неравновесной термодинамики и 

в решениях теоретических задач на кинетическом уровне описания с 

предсказанием кинетических коэффициентов. В сложных кинетических 

расчетах, как численных, так и аналитических, сравнительно простые 

термодинамические соотношения для кинетических коэффициентов служат 

критерием корректности результатов. Но всегда следует помнить об 

ограничениях квазиравновесного локального метода описания. Метод можно 

применять только в случае, если вся область неравновесного газа может быть 

разбита на квазиравновесные (r » ) элементы с характерным размером к 

много меньшим характерных размеров системы или расстояния, на котором 

ni, T, 
0
 изменяются на свою величину. Нарушение таких условий будет иметь 

место с ростом разреженности газа. Причем, в некоторых случаях даже при 

малых числах Kn некоторые из параметров могут значительно изменяться на 
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расстояниях порядка длины свободного пробега , и тогда квазиравновесный 

метод терпит фиаско. Примером может служить явление теплового крипа 

или диффузионного скольжения, когда градиент температуры или 

концентрации смеси вызывают некоторую скорость газа вдоль трубы. 

 Еще один недостаток локального метода касается результатов, полученных 

для смесей. В этом случае данный теоретический подход внутренне 

противоречив. Выделив элемент объема газа, мы считаем, что в нем 

наступило равновесие, а энтропия определяется через ni, T по равновесным 

формулам. Но в смеси наличие градиентов концентрации приводит к тому, 

что элемент газа характеризуется различными скоростями компонентов, хотя 

в равновесии этого быть не должно, и, следовательно, для смесей надо было 

бы использовать выражение для энтропии, учитывающее неравенство 

скоростей, которое должно вызывать некоторое отклонение энтропии от 

равновесного значения. Этого учета по настоящее время не проведено, хотя 

при сравнении точных кинетических расчетов с результатами локальной 

неравновесной термодинамики имеется целый ряд противоречий. Нужно 

однако заметить, что эффект изменения S ~ (u
1 
- u

2
), связанный не с 

наличием градиентов в системе, а с наличием неравновесности в данном 

элементе объема (не равны скорости компонентов) лежит за пределами 

предположений локальной термодинамики 
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2.5. Неравновесная термодинамика переноса газов в многофазных системах. 

 2.5.1. Общая характеристика нелокальных методов. 

 Все задачи взаимодействия неравновесного газа с конденсированными 

телами можно разделить на задачи внешнего обтекания тел (самолет в 

воздухе) и задачи внутреннего течения (газы в трубах). 

 Как характер явлений переноса, так и методы описания в этих двух 

ситуациях имеют много общего. Как правило, неравновесные эффекты в 

ситуации внешнего обтекания имеют аналоги для ситуаций внутреннего 

течения. Основные особенности неравновесной термодинамики 

взаимодействия газов с конденсированными телами мы будем рассматривать 

на задачах внутренних течений. Но саму идеологию применяемых при этом 

методов можно разобрать, не ограничиваясь типом обтекания. 

 Рассмотрим газ заданной разреженности и с заданной средней длиной 

свободного пробега . Пусть каким-либо образом в газе созданы 

неравновесные условия: перепады плотности, температуры и др. 

 Будем считать, что в этот газ помещено тело произвольного размера. Это 

может быть перегородка толщиной L с порами радиуса R или тело выпуклой 

формы размером R. Если R  , то в этом случае все поле течения можно 

разбить на элементы размером R  r  , внутри каждого из которых газ 

можно считать квазизамкнутым с определенными значениями параметров ni, 

T, 
0
, которые задают равновесную энтропию s dV. При этом надо учесть, что 

ni(r), T(r), 
0
(r) неоднородны по пространству, и поэтому возникают 

требования r/ni  dni/dx  1, r/T  dT/dx  1, r/ux  dux/dx  1, где x - любая 

координата. Они означают, что изменения ni, T, u в пределах элемента 

должны быть много меньше ni, T, u. 

 Нарушение данных условий локальной термодинамики будет происходить по 

мере разрежения газа, когда сближаются R и . При /R > 0.01 уже трудно 

выделить элемент, размер r которого будет удовлетворять условию R  r  . 

В этом режиме (/R > 0.01) начинают сказываться эффекты разреженности, а 

при R   вообще невозможно говорить о квазизамкнутости элементов 

объема, так как любой элемент объема (размером менее R) будет 

пронизываться летящими атомами насквозь, практически без взаимодействия 

внутри элемента. В этом случае отсутствуют условия для формирования 

равновесного распределения частиц по энергии внутри выделенного объема. 

 Не так бросаются в глаза нарушения квазиравновесности элементов объема в 

тех случаях, когда, несмотря на условие R  , возникают области течения с 
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характерным размером порядка , на котором значительно, на свою величину, 

меняется один из параметров u, ni, T. 

 В таких течениях квазиравновесная локальная методика может дать 

некорректный результат. 

 Возникает задача выбора корректного метода термодинамического описания 

таких ситуаций, в которых локальная неравновесная термодинамика 

неприменима. В этих случаях используют нелокальную неравновесную 

термодинамику и для описания взаимодействия газа с телами рассматривают 

баланс энтропии совместно с законами сохранения числа частиц, энергии и 

импульса для макроскопического объема, включающего рассматриваемое 

тело вместе с областью газа, возмущенного присутствием этого тела. 

Границы рассматриваемого объема относят настолько далеко от тела и 

области возмущения течения газа (где возможны нарушения 

квазиравновесности), чтобы на границах можно было воспользоваться 

выражением для плотности потока энтропии, полученном в локальной 

неравновесной термодинамике.  

 Однако описанный выше в общих чертах метод не является таким же 

универсальным, как локальная неравновесная термодинамика. Очевидно, что 

результаты применения такого метода должны, вообще говоря, зависеть от 

свойств конденсированных тел, их формы и от неравновесных процессов, 

которые могут в них протекать. 

 Чтобы освоить метод, достаточно рассмотреть его применение на некоторых 

примерах. В качестве такого примера рассмотрим перенос бинарной смеси 

газов в пористой мембране, встроенной в плоскую непроницаемую 

бесконечную перегородку. 

 2.5.2. Постановка задачи переноса бинарной газовой смеси в пористой 

мембране. 

 Рассмотрим плоскопараллельную бесконечную непроницаемую перегородку 

толщиной L, разделяющую бинарную смесь химически  инертных газов. 

Вперегородку встроена мембрана, имеющая форму круглого цилиндра 

радиусом R.Ось симметрии цилиндра совместим с осью z, которая 

перпендикулярна к пластине (см. рис.2.6). Термин «мембрана» может 

соответствовать одному каналу, системе капилляров или произвольной 

пористой среде. 
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

 

Рис.2.6. 

Будем считать, что на достаточно большом расстоянии отмембраны в газовых 

подсистемах поддерживается равновесноесостояние с давлением p
1
, 

температурой T
1
 и молярнойконцентрацией одного из компонентов c

11
 слева 

от перегородки ис параметрами p
2
, T

2
, c

12
 - справа от нее. Надо отметить, 

чторанее эту постановку задачи упрощали предположением 

обадиабатичности (тепловой непроницаемости) боковой 

поверхностимембраны. Мы снимем это предположение и заменим его 

болеереалистичным для экспериментов на мембранах, а именно, 

будемполагать, что боковая поверхность мембраны поддерживается 

приопределенной температуре, вообще говоря, являющейся 

функциейкоординаты z. Как будет показано далее, такая замена 

граничныхусловий приводит к целому ряду дополнительных 

явленийпереноса. 

Для упрощения будем полагать, что поверхности перегородок3, 4 являются 

теплонепроницаемыми (очень низкий коэффициенттеплопроводности). 
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Наиболее простой функцией, позволяющей темне менее учесть новые 

эффекты, является кусочно-линейноераспределение температуры T(z): 

на поверхности 5 (0 < z < Lc = L/2) 

    T z T
z

L
T T

c

c  1 1  (2.174) 

на поверхности 6 (Lc < z < L) 

    T z T
z L

L L
T Tc

c

c

c 



2  (2.175) 

где Tc - температура центрального сечения перегородки. 

2.5.3. Уравнение баланса энтропии в объеме, включающеммембрану. 

Рассмотрим баланс энтропии в объеме, ограниченномповерхностями 1, 3, 

5, 6, 4, 2 (см. рис.2.6). Энтропиявключает энтропию газа и энтропию 

твердого тела мембраны, ноне включает в себя энтропию непроницаемой 

перегородки. Запишемуравнение баланса энтропии: 

 
dS

dt
d d ds полн s полн s полн     

  

j j j, , , ,

,

  1 2 5 6

1 2 5 6

 (2.176) 

Здесь источник энтропии  обусловлен всеми возможными неравновесными 

процессами в объеме V. Источник энтропии сконцентрирован, в основном, в 

области мембраны, а на далекихрасстояниях r от мембраны (вблизи 

поверхностей 1, 2)производство энтропии пренебрежимо мало. 

Действительно, есливеличина плотности потока по мере удаления 

поверхностипропорциональна r-2, то термодинамическая сила 

такжеизменяется ~ r-2, значит и плотность источника энтропии ~ X-2 ~ r-4. 

В дальнейших расчетах будем пользоваться предположением омалости 

возмущения равновесного состояния в рассматриваемойсистеме, т.е. будем 

полагать, что T/T, p/p, c
1
/c

1
  1, и, следовательно, средняя скорость 

любого компонента газа ui  ti (ti - тепловая скорость атомов). Будем 

принимать в расчеттолько слагаемые, пропорциональные первой степени 

малыхвеличин T, p, c. Поэтому вкладами механической энергии 
mu2

2
в 

температуру и тепловой поток будем пренебрегать. В этомслучае 

 e
nkT nkT

u   
3

2 2

3

2

0

2
 (2.177) 

 j j j jq e e ee P e p h            0 0 0 0 0


 (2.178) 
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а полная плотность потока энтропии в (2.176) с учетом (2.140) есть: 

 

j j j
j

u u

j
u u

j

s полн

q

e e

kT
s n n n

n
kT

n s n n
kT

,          

       

    

  

1 1 2 2 0 1 1 1 1 1 0 2 2 2

2 2 0 0 0 1 1 1 2 2 2

5

2

 

  

 (2.179) 

Здесь учли, что s n n n  
5

2
1 1 2 2  . 

Плотность потока энтропии на поверхностях 5, 6 будемрассчитывать, 

предполагая, что эти поверхности проходятбесконечно близко к границе фаз, 

но со стороны твердого телаперегородки. Это важно с точки зрения учета 

производстваэнтропии за счет столкновений газовых атомов с 

поверхностью.Такие столкновения должны происходить внутри 

рассматриваемогогазового объема V и будут давать существенный вклад 

впроизводство энтропии. Внутри твердого тела перегородкиплотность 

газовых частиц равна нулю, поэтому 

 j
j j

s полн
e q

kT kT
,    (2.180) 

2.5.4. Производство энтропии в мембранах с проницаемыми для тепла 

боковыми стенками. 

Подставим (2.179) и (2.180) в (2.176), тогда будем иметьдля стационарного 

случая (dS/dt=0) следующее выражение дляпроизводства энтропии: 
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 (2.181) 

Здесь использованы обозначения: 

 J n d J n dk k k k k k1 1 2 2

1 2

  u u 
 

,  (2.182) 

где Jk1, Jk2 - число частиц k-того компонента, проходящегочерез 1, 2 в 

единицу времени. 

Внутри рассматриваемого объема V отсутствуют источники и стоки полной 

энергии и числа частиц, поэтому в стационарномслучае полный поток 

энергии и числа частиц через всюповерхность объема V должен обращаться в 

0. Поэтому можнозаписать: 



124 

 

 j j j je e e ed d d d   1 2 5 6

1 2 5 6

0
   

        (2.183) 

 J J J J Jk k k k k1 2 2 10    ,  (2.184) 

Первый интеграл (2.183) можно выразить через остальные и подставить это 

значение в (2.181). Учитывая также (2.184), будем иметь: 
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    (2.185) 

Производство энтропии в объеме выражается через сумму произведений 

потоков на термодинамические силы, которые, восновном, имеют вид 

разности газовых характеристик по обестороны перегородки. 

Преобразуем (2.185) к виду, удобному для анализаэкспериментов: 
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 (2.186) 
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Для 0 < z < Lс 
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 (2.188) 

Для Lс < z < L 
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 (2.189) 

2.5.5. Термодинамические силы: вызывающие перенос газа в мембране. 

Введем далее следующие обобщенные термодинамические силы: 
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Сила XQ = 0, если температура меняется линейно от Т1 до Т2.Таким образом, 

ХQ характеризует отклонение T(z) от линейногораспределения. 

Обратим внимание на то, что 
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 (2.193) 

Поэтому для 0 < z < Lс 
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а для Lс < z < L 
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  k k q p
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2
        (2.196) 

Для k = 1 в (2.196) надо брать знак "–", а для k = 2 - знак "+". 

Подставим в производство энтропии (2.185) все разностипараметров p, T, c
1
, 

выраженные через обобщенныетермодинамические силы (2.190), (2.191): 
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2.5.6. Термодинамические потоки числа частиц и тепла. 

Объединяя члены при Xq, XQ, Xp, XD, найдем сопряженныеэтим силам 

термодинамические потоки: 
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Здесь приняты обозначения: 
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Если рассматривать движение газа в прямом цилиндрическом канале, то 

 J n u R J n u R1 1 1

2

2 2 2

2  ,  (2.201) 

где u1 , u2  - усредненные по сечению канала скоростикомпонентов, n1 , n2  - 

усредненные по длине канала плотностисмеси компонентов. Тогда 
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1 2  (2.203) 

Поток тепла Jq кроме потока через поверхность 2 содержитслагаемое с 

интегралом от плотности потока тепла по боковойповерхности мембраны с 

весом распределения температуры T(z), которое у нас выбрано линейным. 

Если боковая поверхностьмембраны адиабатична, то второе слагаемое (2.199) 

равно 0. 

Поток тепла JQ, сопряженный термодинамической силе XQ, обусловлен 

только потоком тепла через боковую поверхностьмембраны. 

Если распределение температуры по боковой поверхностимембраны 

линейно, а мембрана однородна, то постановка задачисимметрична 

относительно плоскости поперечного сечениямембраны, проходящей через 

точку z = Lc, и проекция плотностипотока тепла на нормаль к боковой 

поверхности мембраны впроизвольной точке я подчиняется соотношению 

 jqn(z) = – jqn(L – z) (2.204) 

Легко видеть, что при наличии такой симметрии JQ обращается в 0, 

действительно: 
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где y = L – z, dy = – dz; z = Lc, y = Lc; z = L, y = 0. 

Отклонения от симметрии (2.204) возникают, когда ХQ  0, то есть 

температура в точке z = Lc отличается от среднейтемпературы концов 

мембраны, а также если структура мембраныне симметрична относительно 

плоскости центрального сечения. 

2.5.7. Феноменологические выражения для потоков тепла ичисла 

частиц. 

Реализующийся на мембране перепад любого из параметров, 

характеризующих равновесие смеси, очевидно будет вызыватьотклонение от 

максвелловской функции распределения впроизвольной точке газовой фазы. 

Следовательно, интегралы поскоростям молекул от этих функций, 

определяющие макропотокитепла и числа частиц, вообще говоря, не 

обращаются в 0.Поэтому, основываясь на выражении производства энтропии 
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иучитывая одинаковую тензорную размерность всех потоков и сил, можно 

записать следующие феноменологические выражения дляпотоков и сил: 

 Jq = LqqXq + LqQXQ + LqpXp + LqDXD, 

 JQ = LQqXq + LQQXQ + LQpXp + LQDXD, 

 Jp = LpqXq + LpQXQ + LppXp + LpDXD, 

 JD = LDqXq + LDQXQ + LDpXp + LDDXD, (2.206) 

где Lij - кинетические коэффициенты переноса бинарной смесигазов в 

мембране. 

Следует подчеркнуть, что уравнения (2.206) справедливыдля мембран 

произвольного типа и для любого режима течения отсвободномолекулярного 

до вязкого. Более того, так как никакихпредположений о механизме переноса 

внутри мембраны неделалось, уравнения (2.206) должны быть справедливы и 

длятвердотельных непористых мембран. Перенос в биологическихмембранах 

также описывается аналогичными уравнениями. 

В отличие от локальной термодинамики необратимыхпроцессов, где 

кинетические коэффициенты определяютсяхарактеристиками столкновений 

частиц газа друг с другом ввыделенном элементе объема, при описываемом 

подходекинетические коэффициенты определяются как 

столкновениямигазовых частиц, так и столкновениями этих частиц с 

твердымтелом мембраны и перегородки. Перенос тепла в даннойпостановке 

задачи может происходить не только по газовой фазе, но и по твердой 

матрице пористой мембраны. 

Рассмотрим совокупность эффектов переноса бинарной смесигазов в 

мембранах, описываемую матрицей (2.206). 

2.5.8. Эффекты переноса тепла при линейном 

распределениитемпературы в перегородке. 

Тепловой поток JQ включает в себя как поток тепла, приходящий в правую 

полость газа, так и теплообмен междумембраной и термостатом 

непроницаемой для частиц газаперегородки: 

 J d
z

L
d J Jq q q q q      j j 2 5 6

2 5 6 

, ||

,

 (2.207) 

На примере этого потока рассмотрим более подробно, какполучаются 

феноменологические соотношения (2.206). 

Величины j;q(r) и je(r) в (2.207) представляют собойвектора плотности 

потока тепла и энергии, которые обращаются внуль в равновесной системе 
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(т.е. в системе, в которой равнынулю все термодинамические силы). Любая из 

термодинамическихсил, вообще говоря, вызывает отклонение функции 

распределениямолекул от равновесного максвелловского распределения 

исоздает ненулевое поле плотности потока тепла и энергии.Например, сила 

X
T T

kT
q  

2 1

1

2
вызовет появление поля плотностипотока тепла 

     j r rq q

q

qj X  

Величину  j rq

q можно назвать приведенной плотностьюпотока тепла, 

вызываемой силой Xq. 

Другая сила, например, X
T T

kT
Q

c 


1

2
, вызовет какое-тодругое поле 

плотности потока тепла. В силу малоститермодинамических сил можно 

считать, что действуют эти силынезависимо друг от друга, поэтому при 

наличии в системе всехсил Xq, XQ, Xp, XD плотность потока тепла можно 

записать вследующем виде: 

              j r j r j r j r j rq q

q

q q

Q

Q q

p

p q

D

DX X X X  (2.208) 

Подставляя (2.208) в (2.207), нетрудно получить дляпродольного потока тепла 

следующее выражение: 

 j d X d X d X d X dq q q q

q

Q q

Q

p q

p

D q

D

||          j j j j j    2 2 2 2 2  (2.209) 

Аналогично для поперечного потока тепла: 
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 (2.210) 

Сравнивая полученные выражения (2.209, 2.210) с первымуравнением из 

(2.206), найдем искомые выражения длякинетических коэффициентов: 

 L L L d
z

L
dqq qq qq q

q

e

q     || ,j j 2 5 6  

 L L L d
z

L
dqQ qQ qQ q

Q

e

Q     || ,j j 2 5 6  

и т.д. 

Если мембрана имеет плоскость симметрии, а действующиесилы 

антисимметричны, то нормальная проекция приведеннойплотности потока 

энергии антисимметрична 
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    j z j L zen

q p D

en

q p D, , , ,    (2.211) 

Однако, если и мембрана, и действующие силы являютсясимметричными 

(например, сила XQ), то симметричной будет и нормальная приведенная 

плотность потока энергии: 

    j z j L zen

Q

en

Q    

Рассмотрим теперь поочередно кинетические коэффициенты первойстроки 

матрицы (2.206). 

Первый кинетический коэффициент Lqq описывает продольныйи поперечный 

потоки тепла, вызываемые разностью температурсмеси по обе стороны 

перегородки при линейном распределениитемпературы вдоль мембраны: 

 L L Lqq qq qq  ||  (2.212) 

Найдем связь коэффициента Lqq|| с соответствующимикоэффициентами 

локальной неравновесной термодинамики. Этоможно сделать только в 

пределах применимости локальнойнеравновесной термодинамики, т.е. для 

чисел Кнудсена /R  1. Для простоты также предположим, что боковая 

поверхностьмембраны адиабатична и поэтому Lqq = 0, а мембрана 

представляетсобой канал в перегородке. В этом случае поток тепла 

черезлюбое сечение мембраны становится постоянной величиной иравной 
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Таким образом, коэффициенты мембранного переноса тепласвязаны с 

соответствующим коэффициентом локальнойнеравновесной термодинамики 

следующим соотношением: 

 L R
L

L
R

kT

L
qq

qq

||   
2 2

2л

 

Следующий кинетический коэффициент первой строки (2.206) 

 L L LqQ qQ qQ  ||  (2.213) 

описывает перекрестный эффект потока тепла, обусловленногоотклонением 

распределения температуры в перегородке отлинейной функции (силаXQ), 

причем поперечный поток тепла интегрируется с весом линейного 

распределения температуры. Если все силы кроме XQ, равны нулю, то 

распределение температуры в перегородке симметризуется (см. рис.2.7). 
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НЕЛИНЕЙНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ 

 

Рис.2.7. 

Следовательно, в этом случае постановка задачи становитсяполностью 

симметричной относительно плоскости центральногосечения однородной 

мембраны. В постановке задачи отсутствуютфакторы, которые позволяют 

предпочесть левый резервуар с газомправому и наоборот. Поэтому очевидно, 

что для однородноймембраны коэффициент, описывающий переток тепла 

через мембрануLqQ || = 0.Напротив, для асимметричных мембран LqQ ||  0. 

Для поперечного потока тепла подобного зануления недолжно быть, LqQ  0. 

Если X
T T

kT
Q

c



1

2
0 , то тепло будет уходитьв термостат перегородки, или, 

наоборот, при XQ < 0, термостатбудет отдавать тепло в газ. 

Кинетический коэффициент Lqp = Lqp|| + Lqp описываетизотермические 

потоки тепла, сопровождающие течение газа поддействием перепада 

давления (сила Xp) при линейномраспределении температуры боковой 

поверхности мембраны.Эффект, описываемый коэффициентом Lqp||, известен 

какмеханокалорический. 

Последний кинетический коэффициент первой строки (2.206) 

 LqD = LqD || + LqD (2.214) 

описывает изотермические потоки тепла, обусловленные 

разностьюконцентраций компонентов. Продольный эффект Lqp|| 

являетсяаналогом эффекта, который в локальной 

неравновеснойтермодинамике носит название диффузионного 

термоэффекта илиэффекта Дюфура. 

2.5.9. Эффекты теплообмена газа с перегородкой. 

Поток теплообмена с перегородкой JQ следует отличать отпотока Jq: 
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ ПЕРЕГОРОДКИ 

 

Рис.2.8. 

Почему возникли два разных потока тепла, отвечающие затеплообмен 

сперегородкой? Дело в том, что отклонение температуры перегородки от 

температуры в левом резервуаре (T(z) – T1, штриховая линия на рис.2.8) мы 

разбили на две части: 

1.    T z T
T T

L
zл  


1

2 1  (2.217) 

2.    ~
T z T

T T

L
z z Lc

c

c 


 1 0для , (2.218) 

    ~
T z T

T T

L
L z L z Lc

c

c 


  1 для  (2.219) 

где    ~ ~
T z T L z  , т.е. это распределение симметричноотносительно 

центрального сечения. 

В расчеты баланса энтропии входит интеграл от jen/T
л
(z) при определении 

потока тепла Jq, сопряженного Xq, и от  j T zen

~
 - при поиске потока JQ, 

сопряженного XQ. Иначеговоря, эти потоки отличаются весовой функцией 

вподынтегральном выражении. 
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В соответствии с разрывом гладкости функции  ~
T z поток JQ разбивается на 

две части (см. (2.215)). Из симметричности  ~
T z следует, что если функция 

jen(z) антисимметрична(jen(z) = – jen(L – z)), то модули JQ;
л
и JQ;

п
 равны, а сумма 

(JQ;
л
 + JQ;

п
)обращается в 0. Антисимметричность jen(z) является 

свойствомоднородных мембран. 

Рассмотрим теперь вариант асимметричной мембраны. Будемполагать, что 

левая и правая части мембраны характеризуютсяразными параметрами, 

влияющими на перенос газовых частиц.Такими параметрами могут быть, 

например, коэффициентыаккомодации газовых атомов на поверхности 

каналов мембраны.Пусть коэффициент аккомодации  =  л для z < Lс и 

 =  п для z > Lс, причем | п -  л|/ л  1. Плотность потока энергии 

вперегородку будет функцией этого параметра, причем для левойчасти 

(z < Lc) 

 jen = jen(z,  л), 

а для правой части (z > Lc) плотность потока энергии можноразложить в ряд 

как функцию параметра  возле значений, соответствующих jen(z) для 

однородной мембраны с  =  л: 

    j z j z
j

en

п

en

л en п л, , , , 



         (2.220) 

Подставляя (2.220) в (2.215), получим: 
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 (2.221) 

В случае, если поток энергии вызывается продольнымисилами Xq, Xp, XD, то 

соответствующие приведенные плотностипотока jen
q , jen

p , jen
D  согласно (2.211) 

являютсяантисимметричными, поэтому первые два члена в (2.221) 

взаимноуничтожаются, а 
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L

j
RdzQ

п л

c

en 


 



  2  (2.222) 

Следовательно, можно заключить, что перекрестныекоэффициенты второй 

строки (2.206) LqQ ||, LQp, LQD обращаются внуль для однородных мембран, а 

для асимметричных мембран этикоэффициенты пропорциональны разности 

параметров,характеризующих левую и правую части мембраны. 

Рассмотрим коэффициенты второй строки (2.206) болееподробно. Первый 

кинетический коэффициент LQq описываеттеплообмен с перегородкой, 
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обусловленный разностью температургазовой смеси по обе стороны 

мембраны. Этот коэффициент, такжекак и перекрестный ему LqQ, можно 

представить в виде двухслагаемых 

 LQq = LQq|| + LQq. 

Первое слагаемое описывает теплообмен с перегородкой, вызываемый 

различием температур газовой смеси по обе сторонымембраны, а второе 

слагаемое обусловлено линейнымраспределением температуры перегородки 

(T л(z) – T1) (точнее его отклонением от Т1). Свойством обращения в 0 для 

однородной мембраны обладает только коэффициент LQq||. Распределение 

температуры термостата T л(z) при одинаковой температуре газа T1в обеих 

частях системы не является антисимметричным (см. рис.2.9), поэтому для 

однородной мембраны коэффициент LQq  0. 

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ ТЕРМОСТАТА 

 

Рис.2.9. 

Диагональный кинетический коэффициент LQQ описываетэффект 

теплообмена с перегородкой, обусловленный отклонениемраспределения T(z) 

от линейного. Как любой диагональныйкоэффициент матрицы кинетических 

коэффициентов он должен бытьбольше или равен 0. Это обеспечивается 

симметрией jen(z) относительно центрального сечения: 

 jen(z) = jen(L – z) (2.223) 

В этом случае не возникает разностного характера кинетического 

коэффициента. В вязком режиме (Kn  0) LQQможновыразить через 

кинетические коэффициенты локальнойнеравновесной термодинамики Lqq
л
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или, иначе говоря, черезкоэффициенты теплопроводности газа и твердой 

матрицы мембраны. 

Кинетический коэффициент LQp описывает изотермическийтеплообмен с 

перегородкой, вызываемый p (продувкой мембраны).LQp имеет разностный 

характер (~    п л ). Значение LQp можно определять по тепловому 

эффекту продувки асимметричноймембраны. При смене направления 

продувки ввиду разностногохарактера коэффициента LQp он будет менять 

знак (вместоохлаждения стыка разнородных частей будет 

происходитьнагревание). 

Этот эффект аналогичен известному эффекту Пельтье,который 

заключается в нагреве или охлаждении стыка разнородныхпроводников при 

пропускании электрического тока. Первыеизмерения LQp проведены на 

кафедре молекулярной физикиУральского политехнического института. 

Измерения показали, чтоэффект выделения тепла в антисимметричной 

мембранедействительно имеет место, а смена направления продувкиизменяет 

знак эффекта в полном соответствии с предсказаниями. 

Кинетический коэффициент LQD предсказывает эффекттеплообмена с 

перегородкой, обусловленный перепадомконцентрации (LQD ~ ). До 

настоящего времениэкспериментального подтверждения эффекта не 

получено. 

2.5.10. Эффекты среднеобъемного потока смеси черезмембрану. 

Термодинамический поток Jp соответствует среднечисловомуобъемному 

потоку смеси газов из одного резервуара в другой. Вэкспериментах с 

замкнутой системой двух колб такой потокявляется причиной возникновения 

разности давлений в колбах.Как видно из (2.206), такую разность давлений 

может вызватьлюбая из четырех рассматриваемых термодинамических 

сил.Рассмотрим более подробно характер кинетических явлений, 

описываемых коэффициентами третьей строки (2.206). 

2.5.10.1. Тепловой крип. 

Кинетический коэффициент Lpq описывает эффект, которыйносит название 

теплового крипа и представляет собой потоксмеси, обусловленный 

перепадом температур на мембране. Взамкнутой системе тепловой крип 

приводит к термомолекулярнойразности давлений. 

Перекрестный ему эффект, соответствующий коэффициенту Lqp, имеет две 

составляющие, связанные с потоками тепла в перегородку и во второй 

резервуар. В силу соотношений Онзагера, такую же структуру должен иметь 

и коэффициент Lqp = Lpq = Lpq|| + Lpq. 
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Составляющая Lpq|| вызывается разностью температур газовой смеси, а Lpq - 

неоднородным распределением температуры в перегородке (T л(z) – T1). Так 

как интеграл по боковой поверхности от плотности потока тепла в 

выражении для Lqp вкачестве веса содержит множитель (T л(z) – T1), то, 

очевидно, что коэффициент Lqp, а, следовательно, и коэффициент теплового 

крипа (Lpq), вообще говоря, должны зависеть от характера распределения 

температуры вдоль канала. Однако для длинных каналов роль 

изотермического поперечного потока тепла становится малой, и тепловой 

крип в таких капиллярах слабо чувствителен к распределению температуры 

вдоль них. Следует отметить, что в рамках локальной неравновесной 

термодинамики эффект теплового крипа вообще не может быть описан, и 

связано это с тем, что при локальном подходе в расчет принимаются только 

столкновения атомов в элементе объема единственной фазы. Между тем, 

тепловой крип, даже в предельном случае вязкого режима, в существенной 

степени определяется столкновениями атомов газа с поверхностью каналов 

или пор. Последнее подтверждается прямыми экспериментами, 

проведенными А.Н. Кулевым и Б.Т. Породновым на кафедре молекулярной 

физики Уральского политехнического института. 

 2.5.10.2. Эффект Хобсона. 

Кинетический коэффициент Lqp соответствует возникновению объемного 

потока газа, обусловленного отклонением температуры центрального сечения 

мембраны от средней температуры в резервуарах (сила XQ). В замкнутой 

системе колб такой эффект создает разность давлений. Это явление является 

перекрестным по отношению к газовому аналогу эффекта Пельтье, 

описываемому кинетическим коэффициентом LQp. Разность давлений, 

обусловленная XQ, была впервые обнаружена Хобсоном в 1965 году. 

Если XQ является единственной силой, то постановка задачи для однородной 

мембраны полностью симметризуется (в частности, T(z) = T(L – z)), поэтому 

будут отсутствовать физические факторы, позволяющие предпочесть 

направление потока слева направо обратному. Поэтому LpQ = 0 для 

однородной мембраны, а для асимметричной мембраны этот коэффициент 

будет иметь разностный характер, т.е. LpQ будет пропорционален разности 

параметров, характеризующих левую и правую часть мембраны. Подобная 

зависимость перекрестного коэффициента LQp была нами установлена ранее, 

что согласуется с принципом Онзагера. 
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 2.5.10.3. Течение Пуазейля. 

Диагональный кинетический коэффициент Lpp,связанный с течением газа под 

действием перепада давления, исследован наиболее подробно. Такое 

движение газа носит название течения Пуазейля. 

 В вязком режиме поток газа через мембрану может быть рассчитан на основе 

локальной неравновесной термодинамики. Например, в круглой трубе длиной 

L и радиуса R объемный поток, найденный путем решения уравнения 

движения (уравнения Навье-Стокса), будет равен 

 J w R
R p

L
L

p

kT
p pp    





2
4

8

 
,  (2.224) 

 L
R kT

L
pp 





4

8
,  

где  - коэффициент вязкости. 

Таким образом, в частном случае Kn  0 кинетическийкоэффициент Lpp 

движения газа через мембрану определяетсячерез локальный коэффициент 

вязкости. Следует отметить, чтоэто справедливо только при таком 

взаимодействии молекул газасо стенками, когда вылетающие со стенки 

молекулы имеют нулевуюсреднюю скорость вдоль потока (газ «прилипает» к 

стенкам). Принулевой или близкой к нулю средней тангенциальной 

скоростивылетающих газовых атомов роль деталей взаимодействия 

споверхностью становится исчезающе малой (~ Kn). 

Однако, если доля зеркального отражения газовых атомов отповерхности 

будет приближаться к 1, то характер течения дажепри малых числах Kn 

станет существенно зависеть от деталейвзаимодействия молекул со стенками, 

и формула (2.224)перестанет «работать». В этом случае скорость газа в 

каналебудет в существенной мере формироваться в узком слое 

возлеповерхности толщиной порядка средней длины свободного побега. 

Этот слой носит название слоя Кнудсена. Поведение газа впределах слоя 

Кнудсена невозможно описать в рамках локальнойнеравновесной 

термодинамики. 

2.5.10.4. Диффузионное скольжение. 

Кинетический коэффициент LpD описывает среднечисловойобъемный поток 

смеси, обусловленный перепадом концентраций.Этот эффект носит название 

диффузионного скольжения. Причинойэффекта является неодинаковость 

модуля скоростей компонентовпри их встречной направленности. 
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В замкнутой системе колб диффузионное скольжение приводитк созданию 

разности давлений в колбах, которую называютдиффузионным 

бароэффектом. В вязком режиме на основе локальнойнеравновесной 

термодинамики невозможно определить LpD, так каклокальная 

термодинамика вообще не учитывает особенностейповедения газа в слое 

Кнудсена, которые в данном эффектеявляются существенными. Последнее 

показано и в прямыхэкспериментах (проведенных на кафедре молекулярной 

физикиУральского политехнического института) на одной и той же парегазов, 

но в каналах с различными поверхностями. Отличие в LpQ, обусловленное 

различием характера столкновений атомов газа споверхностью, достигает в 

этих опытах 50%. 

2.5.11. Эффекты диффузионного потока 

Объемный диффузионный поток JD также можно вызвать любойиз четырех 

термодинамических сил Xq, XQ, Xp, XD. 

2.5.11.1. Термическая диффузия. 

Кинетический коэффициент LDq|| описывает диффузионныйпоток, 

создаваемый разностью температур в резервуарах с газом.В пределе вязкого 

режима это явление известно как эффекттермодиффузии (эффект Соре). 

При Kn  0 коэффициент переносагазовой смеси в мембране LDq|| может 

быть выражен черезлокальный коэффициент термодиффузии LDq
л

. Особенно 

простой этасвязь оказывается в длинных каналах, когда плотность 

потокатепла jq и T не имеют поперечной составляющей: 

  J R u u R
L

n

T

kT
L

T

kT
D z z

Dq

л

Dq   


  2

1 2

2

2

1

2


 (2.225) 

На основе выражения (2.225) легко получить, что 

 L
R L

nL
Dq

Dq

л


 2

 (2.226) 

Кинетический коэффициент LDQ соответствует диффузионномупотоку, 

возникающему при отклонении температуры центральногосечения канала от 

средней температуры газа в резервуарах.Здесь, как и при обсуждении 

эффекта Хобсона, можно заключить, что постановка задачи симметрична 

относительно центральногосечения однородной мембраны и, следовательно, 

LDQ = 0 дляоднородной мембраны. Для асимметричной мембраны 

этоткоэффициент будет пропорционален разности характеристик левойи 

правой частей мембраны. Перекрестный указанному 

кинетическийкоэффициент LDQ имеет такую же разностную структуру, 
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чтонаходится в соответствии с принципом Онзагера. Данный 

эффектэкспериментально не исследовался. 

2.5.11.2. Бародиффузия. 

Кинетический коэффициент LDp характеризует диффузионныйпоток, 

возникающий из-за перепада давления. Это явление носитназвание эффекта 

бародиффузии. Эффект является перекрестным поотношению к 

диффузионному скольжению (LpD). В локальнойнеравновесной 

термодинамике бародиффузия описываетсякоэффициентом p

m m

c m c m






2 1

1 1 2 2

, 

не зависящим от сеченийстолкновения атомов друг с другом и со стенкой. 

Очевидно, описание такого эффекта находится за пределами ограничений, 

свойственных локальной неравновесной термодинамике. Следуетотметить, 

что в основополагающей работе по неравновеснойтермодинамике 

С. де Гроота и П. Мазура даются формулы связи p и LDp для вязкого режима 

(Kn  0), но как показали последующиетеоретические и экспериментальные 

исследования бародиффузиитакая связь «не работает». 

Кинетические коэффициенты LDp и LpD должны обращаться в0, если 

характеристики молекул компонентов становятсяодинаковыми. Например, 

для LDp в этом случае исчезаетфизическая причина различия скоростей 

компонентов при течениипод действием перепада давления. Поэтому эти 

коэффициентыдолжны иметь разностную структуру: 

 L L A
m m

m m
B
d d

d d
CDp pD 















2 1

2 1

2 1

2 1

2 1

2 1

 

 
 (2.227) 

Здесь dk - диаметры молекул компонентов, k - коэффициентыаккомодации 

атомов газа на поверхности каналов мембраны. Вэтой сумме могут быть и 

другие слагаемые, полученные на основеболее подробной информации о 

молекулах газа и ихвзаимодействии с поверхностью. В частности, 

диффузионныйбароэффект должен наблюдаться и при таком минимальном 

различиикомпонентов, какое имеет место для орто- и параводорода, 

отличающихся только вращательными степенями свободы. 

2.5.11.3. Взаимная диффузия. 

Кинетический коэффициент LDD описывает взаимное смешениегазов через 

мембрану, обусловленное перепадом концентрации. Ввязком режиме 

(Kn  0) коэффициент LDD связан с локальнымкоэффициентом взаимной 

диффузии следующим соотношением: 
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Здесь учитывается, чтоu
R

u d ukz kz kz 
1
2

 , когда ukz не зависитот 

координат сечения канала. 

2.5.12. Производство энтропии и неравновесные процессы взамкнутой 

системе двух резервуаров, разделенныхмембраной. 

2.5.12.1. Постановка задачи. 

Рассматривая стационарное производство энтропии вмембране, мы 

предполагали, что все термодинамические силыкаким-то образом 

поддерживаются постоянными. Это легкодостигается в полностью открытой 

системе, когда объем V, включающий мембрану, обменивается с внешней 

средой какчастицами газа обоих сортов, так и энергией. В экспериментеэто 

осуществляется путем организации протекания двух различныхсмесей с 

постоянными параметрами p1, T1, c11 и p2, T2, c12 возле двух сторон мембраны. 

Однако кроме упомянутой ситуации большой интереспредставляют 

неравновесные процессы и особенности производстваэнтропии в полностью 

или частично замкнутых системах, когдаобмен с внешней средой запрещен 

полностью или частично, либопо частицам, либо по энергии. 

Рассмотрим сначала поведение полностью замкнутых систем, состоящих из 

двух резервуаров, заполненных газом и разделенныхмембраной. Такая 

замкнутая система с течением времени должнаприйти в равновесие. Мы 

будем интересоваться процессомрелаксации этой системы к равновесию. 

Наиболее простой дляматематического описания является при этом такая 

ситуация, когда объемы резервуаров V1 и V2 значительно превышают 

объеммембраны. В этом случае мы можем считать, что газ врезервуарах 

находится в равновесии, несмотря на наличиепотоков в мембране, а энтропия 

в них S1(c11, p1 ,T1) иS2(c12, p2 ,T2) соответственно определяется выражениями, 

справедливыми для равновесного состояния. Так как 

энтропияпропорциональна объему, то энтропией газа, находящегося 

вмембране, можно пренебрегать. То же самое можно сказать очисле частиц и 

энергии. 



141 

 

В таких замкнутых системах созданные в начальный моментt = 0 перепады 

давления, концентрации и температуры(термодинамические силы X p
0
, X D

0 , 

X q
0
) должны угасать с течениемвремени за счет процессов обмена через 

мембрану.Соответственно будут постепенно снижаться потоки числа частици 

энергии, а также производство энтропии. Для того чтобыпонять основные 

закономерности такого затухания неравновесныхпроцессов, рассмотрим 

наиболее простую систему: две колбы, заполненные однокомпонентным 

газом. Действующие в такойсистеме термодинамические силы Xq, Xp 

являются функциямивремени. Потоки будут определяться 

феноменологическимисоотношениями: 

 
J L X L X

J L X L X

q qq q qp p

p pq q pp p

 

 
 (2.230) 

Производство энтропии выразится следующим образом: 

        J X L X L L X X L Xi i

i

qq q qp pq p q pp p

2 2  (2.231) 

Как и в локальной неравновесной термодинамике, условие   0 приводит к 

требованию 

 L L Lqq pp pq 2
. (2.232) 

Это требование для процессов теплопередачи (Lqq), теченияПуазейля (Lpp) и 

перекрестных эффектов теплового крипа (Lpq) имеханокалорического потока 

тепла (Lqp) означает следующее.Действие сил Xp, Xq приводит, прежде всего, к 

возникновениюсопряженных им потоков Jp и Jq, которые выравнивают 

давления итемпературы в колбах, что отвечает росту энтропии. Этипроцессы 

описываются квадратичными членами в выражениипроизводства энтропии, 

дающими заведомо положительный вклад в(Lpp, Lqq  0). Перекрестные 

эффекты, сопровождающие процессвыравнивания T и p, имеют 

противоположную тенденцию. Например, действие Xp вызывает поток тепла 

Jq, который должен приводитьне к выравниванию, а к росту разницы 

температур в колбах, и, следовательно, к уменьшению энтропии. Таким 

образом, среднийчлен правой части (2.231) (Lqp + Lpq)XpXq дает 

отрицательныйвклад в. Условие (2.232) обеспечивает, чтобы 

этототрицательный вклад не мог стать преобладающим. 

Для дальнейшего анализа удобно производство энтропии вданной системе 

выразить через разность плотностей частиц вколбах: 
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Здесь введены обозначения для неконвективного потокавнутренней энергии 

 Ju = Jq + pJp = Je – Jph + pJp = Je – uJp, 

и для термодинамической силы 

 Xn = – n = – (n2 – n1). 

Феноменологические соотношения в этом случае принимаютследующий вид: 

 
J L X L X

J L X L X

u qq q qn n

p nq q nn n

 

 

,

.
 (2.233) 

Производство энтропии с учетом (2.233) равно: 

 L X L X X L Xqq q qn q n nn n

2 22  . (2.234) 

2.5.12.2. Скорость изменения производства энтропии взамкнутой 

системе. 

Чтобы найти скорость угасания термодинамических сил, запишем законы 

сохранения числа частиц и энергии в первойколбе: 
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 (2.235) 

 J up   , 

 
 d nV

dt
J np

1 1
 , (2.236) 

где Jpe - конвективный перенос энергии, e = u = 3/2nkT,  -площадь 

проходного сечения мембраны. 

Подставляя (2.236) в (2.235) будем иметь: 

 
3

2
1 1

1kV n
dT

dt
Ju  . (2.237) 

Из (2.237) видно, что поток Ju определен так, чтобы ондавал прямой вклад в 

изменение температуры. В (2.235), (2.236)для определенности считаем, что 
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T1>T2, n1>n2, Xq,Xn  0, поэтомуставим знак «–» в правых частях 

(2.235)-(2.237). 

Аналогичные (2.236), (2.237) выражения можно записать идля второй колбы с 

учетом того, что частицы и энергияприбывают в эту колбу: 

 
 d n V

dt
J np

2 2
 , (2.238) 
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2
2 2

2kV n
dT

dt
Ju . (2.239) 

Вычитая из (2.236) уравнение (2.238), а из (2.237)-(2.239), нетрудно получить: 
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Учтем, что n1V1 + n2V2 = n0 (V1 + V2), где n0 - плотность частицпосле прихода 

системы в равновесие (причем n1  n2  n0  n ),тогда 
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где 

 

 
  

1

3

2

2
n kT Vпр

. 

Таким образом, скорость изменения термодинамических 

силпропорциональна сопряженным потокам. Пользуясь 

полученнымивыражениями (2.240), (2.241), найдем скорость 

измененияпроизводства энтропии (2.234) в рассматриваемой системе, 

предоставленной самой себе: 
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 (2.242) 

Отсюда видно, что производство энтропии в замкнутойсистеме, оставаясь 

положительной величиной, может толькоуменьшаться со временем: 

 
d

dt


 0 . (2.243) 

В замкнутой системе энтропия S только увеличивается(совершается переход 

ко все более вероятным состояниям, dS/dt =   0), причем это увеличение 

идет монотонно, по выпуклойкривой S(t) к равновесному значению S0 (см. 

рис.2.10). 
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РЕЛАКСАЦИЯ ЗАМКНУТОЙ СИСТЕМЫ К РАВНОВЕСИЮ 

 

Рис.2.10. 

2.5.12.3. Времена релаксации термодинамических сил взамкнутой 

системе. 

Используя выражения (2.240), (2.241) и (2.230), можнополучить 

дифференциальные уравнения для зависимоститермодинамических сил от 

времени: 

 

 ,

 .

X L X L X

X L X L X

q qq q qn n

n nq q nn n

  

  

 

 
 (2.244) 
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Найдем решение этой системы уравнений, принимая, что вначальный момент 

времени t = 0 силы X Xq q 0
, X Xn n 0 . 

Система уравнений (2.244) является однородной (нетсвободных членов) 

линейной системой первого порядка. Поэтомубудем искать ее решение в виде 

экспоненты 

 
X Ae

X Be

q

t

n

t













,

.
 (2.245) 

Подставляя (2.245) в (2.244) и сокращая на e t , будемиметь: 

 –A = – LqqA – LqnB, 

 –B = – LnqA – LnnB. (2.246) 

Разделив одно уравнение (2.245) на другое, путем приведения кобщему 

знаменателю получим: 

    L L
B

A
L
B

A
Lqq qn nq nn   . 

Вводя обозначение B/A=z, получаем для z алгебраическоеквадратное 

уравнение: 

 z z
L L

L

L

L

qq nn

qn

nq

qn

2 0


 
 






. (2.247) 

Решение уравнения (2.247) имеет вид: 

 
 

z
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L L

L
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L

qq nn

qn

qq nn
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nq

qn
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2

2 22 4
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. (2.248) 

Анализируя подкоренное выражение этого решения, видим, что оновсегда 

положительно, следовательно, z1,2 всегдадействительное. Учитывая, что в 

соответствии с (2.245) 

        L L
B

A
L L zqq qn qq qn , (2.249) 

нетрудно получить значения обратных времен релаксации нашейзадачи: 

 
 


   

1 2

2

2 4
, 







L L L L
L L

qq nn qq nn

nq qn . (2.250) 

Покажем, что оба значения 1,2 положительны (этонеобходимо, чтобы 

экспоненты (2.245) были затухающими).Действительно, так как Lqq  0,  > 0, 
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 > 0, Lnn  0, Lnq = Lqn, то подкорнем стоит сумма квадратов с 

положительными коэффициентами, поэтому при знаке «+» перед корнем 

получается положительноезначение . 

Чтобы доказать положительность  при знаке «–» передкорнем в (2.250), 

рассмотрим подкоренное выражение и проведемнекоторые тождественные 

преобразования: 

 

 

 

      

   
 

L L L L L L L L

L L L L L L
L L L

qq nn nq qq nn qq nn nq

qq nn qq nn qq nn

nq qq nn
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4

2

4 4
.

 (2.251) 

Так как корень из первого слагаемого (2.251) дает точнопервое слагаемое 

(2.250), то для положительности 2 достаточновыполнения неравенства 

LqqLnn  Lnq
2

. А таким свойством матрицакинетических коэффициентов 

действительно обладает (оно следуетиз условия   0). 

Таким образом, решение системы уравнений (2.244) можнопредставить в 

виде: 

 
X A e A e

X B e B e

q

t t

n

t t
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,
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 (2.252) 

причем 

 
A A X

B B X

q

n

1 2

0

1 2

0

 

 

,

.
 (2.253) 

Подставляя (2.252) в систему уравнений (2.244) и собираякоэффициенты при 

e t1 и e t2 , можно получить следующиевыражения для постоянных 

коэффициентов Ai, Bi: 

 A X
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X
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 (2.254) 
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 (2.255) 
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 B
L

X
L

L
X

qq

q

qq

qn

n2

2

1 2

0 1 0

















 

 

 


 (2.257) 

Рассмотрим частный случай X q
0 0 , тогда из (2.252) и(2.253) следует, что 

 
 

A A

X A e eq

t t

1 2

1
1 2



  

,

.   (2.258) 

На рис.2.11 показан характер зависимости Xq(t) в соответствиис (2.258). Беря 

производную от Xq(t) и приравнивая ее к нулю, найдем время достижения 

максимальной разности температур вколбах tm: 

 tm 


ln




 

2

1

2 1

. 

Из рис.2.11 видно, чтов течение некоторого времени после начала 

выравнивания давления Xqбудет возрастать, однако после достижения t = tm, 

созданная разность температур будет уменьшаться вместе со спадом разности 

плотностей n. 

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКАЯ СИЛА X КАК ФУНКЦИЯ ВРЕМЕНИ 

 

Рис.2.11. 

Максимальное значение Xq при учете (2.254) будет равно 

  X X
L

e eq

m

n

qn t tm m


 0

1 2

1 2



 

  , (2.259) 

т.е. X q
m

 пропорционально перекрестному коэффициенту Lqn. 
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Возникает вопрос, не будет ли появляться подобныймаксимум и на графике 

Xn(t), ведь и в выражении Xn(t) естьразность экспонент? Рассмотрим Xn(t) 

более подробно. Всоответствии с (2.252), (2.253) можно записать в виде 

  X B e e X en

t t

n

t    

1

01 2 2   . (2.260) 

Подставляя в (2.260) значение B1 из (2.255) при X q
0 0 , получим: 

  X X
L

e e X en n

qq t t

n

t



   0 1

1 2

01 2 2

 

 

   . (2.261) 

Чтобы понять, будет ли в начале процесса Xn увеличиватьсятак же, как Xq, 

или давление должно начать выравниватьсясразу, найдем значение 

производной от функции Xn(t) в точкеt = 0: 

    
dX

dt
X

L
X X Ln

t

n

qq

n n qq







    

0

0 1

1 2

2 1

0

2

0

1 2

 

 
      . (2.262) 

Учитывая, что, согласно (2.250), 

 1 + 2 = Lqq + Lnn, (2.263) 

получим 

 
dX

dt
L Xn

t

nn n



 
0

0 , (2.264) 

где (Lnn)
-1 - время релаксации перепада n в изотермическихусловиях. Таким 

образом, несмотря на имеющее экстремумслагаемое в (2.261), 

производная 
dX

dt

n

t


0

0 . 

График зависимости Xn(t) будет выглядеть следующимобразом (см. рис.2.12). 

Сначала выравнивание n идет так, какв изотермической системе (Xq = 0), 

затем по мере нарастания Xq процесс выравнивания несколько замедляется 

из-за ростатемпературы в первой колбе, давление в ней спадает 

болеемедленно. Иначе говоря, X en
t0 2  в (2.261) исправляется навеличину, 

имеющую экстремум (1-ое слагаемое), но добавкаявляется отрицательной. 
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ГРАФИК ЗАВИСИМОСТИ X ( ) 

 

Рис.2.12. 

Таким образом, мы рассмотрели скорость протеканияквазистационарных 

неравновесных процессов в замкнутой системедвух колб. Почему мы 

говорим о квазистационарных или, инымисловами, почти стационарных 

процессах? Дело в том, что дляописания нестационарной задачи, в которой 

система приходит стечением времени в полное равновесие: мы использовали 

аппаратнеравновесной термодинамики, основанный на 

стационарнойпостановке задачи. 

В каких случаях это возможно? Применениеквазистационарной методики 

основано на иерархии временрелаксации. В данной задаче, связанной с 

релаксациейтермодинамических сил в системе двух колб, можно выделить 

двахарактерных времени: м - время релаксации газа в мембране или время 

подстройки газа в мембране под граничные условия на ее концах; к - время 

релаксации газа в системе двух колб. Так как время релаксации 

пропорционально объему соответствующей системы, то очевидно, что 

отношение указанных временрелаксации пропорционально отношению 

объема колб и мембраны: 

 



к

м

к

м

V

V
~ . 

Если Vк/Vм  1, то распределение газовых частиц вмембране успевает 

подстраиваться под медленно меняющиесяусловия на торцах мембраны, и 

потоки через мембрану будутсовпадать со стационарными, обусловленными 

термодинамическимисилами, медленно меняющимися во времени. 
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На частном примере однокомпонентного газа, находящегося взамкнутой 

системе двух колб, изолированной от окружающей средыкак по обмену 

частицами, так и по обмену энергией, мырассмотрели скорость угасания 

разностей температур иплотностей в условиях Vк  Vм. Оказалось, 

чтоквазистационарныйпроцесс релаксации в системе, где действует больше 

одной термодинамической силы, может быть немонотонным. Действительно, 

если принять X q
0 0  (T = 0), а X q

0 0  (n  0), то получим следующие 

графики зависимости термодинамических сил от времени (см. рис.2.13). 

Физический смысл происхождения максимума: перепад плотностей X q
0
 

вызывает не только поток частиц, но и поток тепла, направленный в сторону, 

противоположную потоку частиц, т.е. в колбу, гдеплотность выше. 

МОНОТОННЫЙ И НЕМОНОТОННЫЙ ПРОЦЕССЫ РЕЛАКСАЦЦИИ 

 

Рис.2.13. 

Температура в этой колбе повышается, что соответствуетпринципу Ле 

Шателье. Этот принцип можно сформулироватьследующим образом: 

внешнее воздействие, выводящее систему изравновесия, вызывает в 
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этой системе процессы, стремящиесяослабить результат этого 

воздействия. 

Рассматривая равновесие в колбе, где плотность больше, видим, что 

открывание клапана на мембране приводит куменьшению этой плотности. 

Система должна сопротивлятьсяэтому, вызывая процессы, стремящиеся 

ослабить результатоткрытия клапана. Таким процессом является 

механокалорическийпоток тепла, направленный в колбу с высокой 

плотностью. Этотпоток тепла уменьшает скорость снижения n. 

2.5.13. Неравновесные процессы в частично замкнутойсистеме. 

Полностью замкнутая система, которая рассмотрена впредыдущем разделе, 

трудно реализуется в опытах из-засложности обеспечения тепловой изоляции 

газа в колбах. Однакозамкнутость по процессам обмена частиц с внешней 

средойдостигается сравнительно легко и часто используется как внаучных 

исследованиях, так и в промышленной 

технологии.Рассмотримнеравновесные процессы в таких частично открытых 

системах на примере однокомпонентного газа, заполняющего систему двух 

колб, разделенных мембранной. 

СИСТЕМА ДВУХ КОЛБ 

 

Рис.2.14. 

Будем считать, что теплообмен газа со стенкамирезервуаров разрешен. При 

этом для простоты примем, чтовнешние условия стационарны: колба 1 

поддерживается притемпературе T1, а колба 2 - при температуре T2 < T1 

(см.рис.2.14). 

Примем, что V1 = V2 = V, p1(0) = p2(0). 

Замкнутость рассматриваемой системы по обмену частицами свнешней 

средой позволяет записать: 
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где  - проходное сечение мембраны. 

Разность этих равенств дает (при 
 d T

dt
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      . (2.265) 

Общее решение однородной части уравнения (2.265) имеетвид 

 X Aep

n

V
L tpp



2

, 

а частное решение неоднородного уравнения, не зависящее отвремени, 

можно записать так: 

 X
L

L
Xp

pq

pp

q  0 . 

С учетом начального условия Xp(t = 0) = 0 будем иметь: 

  X t
L

L
X ep

pq

pp

q

n

V
L tpp

  











0

2

1 . 

График полученного решения приведен на рис.2.15. 
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ЗАВИСИМОСТЬ X ( )ДЛЯ ЧАСТИЧНО ЗАМКНУТОЙ СИСТЕМЫ 

 

Рис.2.15. 

Таким образом, термомолекулярная разность давлений свременем релаксации 

к
pp

V

nL

2

выходит на стационарное значение 

 X
L

L
Xp

pq

pp

q  0  

Для рассматриваемого случая X q
0 0 , Lpq < 0, поэтому Xq > 0, т.е.давление 

повышается в колбе 1. 

Далее обобщим полученный результат на системы спроизвольным числом 

термодинамических сил. Пусть l сил (из ихобщего числа m) поддерживаются 

постоянными. Это возможнотолько в том случае, если по сопряженным этим l 

силамтермодинамическим потокам система является открытой. Попотокам, 

сопряженным остальным (m-l) силам, система замкнута.Такая система с 

течением времени приходит в стационарноесостояние, в котором (m-l) 

термодинамических силподстраиваются под l сил, которые поддерживаются 

постоянными. 

Стационарное состояние, к которому стремится частичнозамкнутая система 

при l постоянно действующихтермодинамических силах носит название 

стационарного состоянияl-го порядка. Если система полностью замкнута, 

то наступающеепри t   равновесное состояние можно определить 

какстационарное состояние нулевого порядка. Рассмотренный 

случайпостоянной разности температур в системе двух колб, заполненных 
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однокомпонентным газом, является при t  стационарным состоянием 

первого порядка. 

В общем случае в системе с m термодинамическими силами, вкоторой силы с 

первой по l-тую поддерживаются постоянными, производство энтропии 

можно записать в виде: 

     
  

  J X J X J X ti i
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i i
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j j

j l

m

1

0

1

 

В замкнутой системе термодинамические силы убывают стечением времени 

до нуля и   0. В частично замкнутой системетоже убывает, но не до 

нулевого значения, так как есть силы, поддерживаемые на постоянном уровне 

за счет контакта с внешнейсредой. 

Найдем минимальное значение, к которому должнастремиться эта величина 

при t   путем поиска экстремумакак функции непостоянных 

подстраивающихся сил (Xl+1,Xm): 
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 (2.266) 

(m-l) условий (2.266) позволяют найти все подстраивающиесясилы X l
ст

1 ,  , 

Xm
ст , соответствующие стационарному состояниюl-того порядка. 

Производство энтропии в этом стационарном состоянии будетравно 
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. (2.267) 

В следующем разделе подведем некоторые итоги рассмотренияметодов 

неравновесной термодинамики макрообъектов, помещенныхв газ. 

2.5.14. Общая характеристика, достоинства и недостаткинелокальной 

неравновесной термодинамикимакрообъектов. 

1. Нелокальная неравновесная термодинамика макрообъектов(прерывных 

систем) свободна от недостатков, присущих локальнойнеравновесной 

термодинамике и связанных с требованиямиквазизамкнутости и 

квазиравновесности произвольного малогоэлемента объема однофазных сред. 
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Это позволяет расширить кругзадач для их анализа с помощью методов 

неравновеснойтермодинамики на многофазные системы и произвольные 

режимыпереноса молекул веществ. 

2. Переход от рассмотрения малого элемента объема канализу 

макроскопических систем приводит к значительномуросту числа возможных 

термодинамических сил, числасоответствующих потоков и кинетических 

коэффициентов, чтосущественно обогащает наши представления о 

совокупностикинетических явлений. 

3. Кинетические коэффициенты переноса вещества вмакросистеме зависят не 

только от свойств переносимоговещества (как в локальной термодинамике), 

но и от совокупностипараметров (в том числе и геометрических) 

макроструктуры всегорассматриваемого объекта. 

4. Однако применение методов нелокальной неравновеснойтермодинамики 

макрообъектов ограничено предположениями остационарности процессов и 

малости термодинамических сил. 

В следующем разделе рассмотрим так называемуюмакролокальную 

неравновесную термодинамику, в которой удаетсяосвободиться от 

упомянутых в пункте 4 недостатков. 

2.6. Макролокальная неравновесная термодинамика движениягазов в 

мембранах с длинными каналами. 

Предлагаемый метод можно рассматривать как удобнуютеоретическую 

модель тонкопленочных мембран: у которых толщинапленки L (длина канала) 

много больше диаметра пор 2R. В такихмембранах влияние теплообмена с 

перегородкой, в которуювстраивается мембрана, незначительно. Для тонких 

мембран болееудобной и адекватной является модель в виде 

плоскопараллельнойпластины, пронизанной капиллярами. При L  R условие 

малостиперепадов давления и температуры на такой мембране может 

бытьснято при сохранении линеаризованной постановки задачи.Рассмотрим 

эту проблему подробнее. 

2.6.1. Постановка задачи переноса газов в мембранах сдлинными 

каналами. 

Пусть однородная плоскопараллельная бесконечная пластина, пронизанная 

каналами омывается однородными n-компонентнымигазовыми смесями, 

температура, давление и концентрации которыхподдерживаются 

постоянными по обе стороны от нее. Будемсчитать, что цилиндрические 

каналы перпендикулярны кповерхности пластины и в любом сечении, 

параллельном ееповерхности, дают правильную решетку. В этом случае 
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всяпластина может быть разбита на одинаковые ячейки правильнойформы, 

содержащие только один канал. В силу одинаковости ячееквместо всей 

пластины достаточно рассмотреть перенос тепла имассы в одной из них, 

причем поперечные потоки на боковойгранице ячейки должны быть равны 

нулю. В дальнейшем удобносчитать сечения ячейки и канала круглыми и 

концентричными. 

Результаты такого подхода будут справедливы и дляодиночного длинного 

канала в перегородке, если пренебречьпоперечными потоками тепла, роль 

которых снижается по мереудлинения канала (L  R). 

Для вывода основных закономерностей движения газов втакой мембране в 

качестве объема, в котором будутрассматриваться балансы числа частиц, 

энергии, энтропии, удобно выбрать объем ячейки, заключенный между 

плоскостями скоординатами z и z + z (ось z перпендикулярна к пластине, 

см.рис.2.16). 

ПЛОСКАЯ МЕМБРАНА И ЕЕ ЯЧЕЙКА 

 

Рис.2.16. 

Расстояние z выбирается так, чтобы на этой длине вячейке радиуса Rя могло 

установиться тепловое равновесие междугазом и твердым телом за счет 

столкновений молекул врассматриваемом объеме, т.е. этот элемент длины 

ячейки долженбыть квазизамкнутым, как в локальной 

неравновеснойтермодинамике. Количество столкновений внутри объема 
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R2z, благодаря которым организуется определенная температура T, должно 

быть гораздо больше числа обменов частицами на границахобъема (торцах 

канала ячейки). 

Требования квазизамкнутости ограничивают применениелокальной 

термодинамики только вязким режимом, так как размерыэлемента объема 

должны быть много больше . В нашем случае z также должна быть больше 

длины свободного пробега частиц всистеме, но для свободномолекулярного 

режима такой длинойстановится диаметр канала. Молекулы в этом 

случаесталкиваются, в основном, со стенками канала, и средний путьравен 

его диаметру. Если обеспечить выбор z так, чтобы былоz  R, то тем 

самым можно удовлетворить требованиямквазизамкнутости в любом режиме 

течения, включаясвободномолекулярный. Однако при этом необходимо 

такжевыполнить условие z  L, чтобы максимальная разностьдавлений, 

температур и концентраций на участке z была мала.Точнее, необходимо, 

чтобы: 

 
R

T

dT

dz

R

p

dp

dz

R

c

dc

dzk

k
  1 1 1, , . (2.268) 

Если L значительно больше R, этим двум условиям можновполне 

удовлетворить при T ~ T и т.д. Так как z  R, тотакой подход можно назвать 

макролокальным (размер элементадлины z ячейки больше 

макроскопического размера R). Привыполнении условия R  z  L элементу 

объема можно приписатьопределенные значения параметров, задающих 

равновеснуюэнтропию, несмотря на наличие произвольно больших 

перепадовT,p,ck на концах канала. Например, величину 
R

T

T

L


 

можносделать какой угодно малой за счет увеличения L. 

2.6.2. Уравнение баланса энтропии в элементе ячейкимембраны. 

Рассмотрим баланс энтропии в элементарном объеме ячейкидлиной z и 

площадью сечения я = Rя; 
2: 

 
 

   
d S z

dt
z z d z z d

я

я s полн я s полн я

я я


      j j, . , . 

 

, (2.269) 

где Sя, я - энтропия и производство энтропии на единицу длины ячейки. 

Здесь учтено, что потоки энтропии (так же, как числачастиц и энергии) через 

боковую границу ячейки равны нулю всилу одинаковости, эквивалентности 

всех ячеек. 
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Этот факт также приводит к тому, что векторы скорости иплотности потоков 

имеют единственную составляющую вдоль оси z, поэтому в дальнейшем 

изложении опустим знак вектора передэтими величинами (индекс я тоже 

опустим для простоты записи).Для определенности опять будем считать, что 

T1 > T2, p1 > p2, ck1 > ck2 и, следовательно, p(z) > p(z + z) или dp/dz < 0. 

Поэтому(2.269) можно переписать в виде: 

 
 

   
d S z

dt
z j z r rdr j z z r rdr

я

я s полн

R

s полн

Rя я
      , . , ., ,2 2

0 0

  . (2.270) 

Через сечение z поток энтропии поступает в ячейку, поэтому первый 

интеграл, являющийся положительной величиной, входит в (2.270) со знаком 

«+», второй интеграл соответствуетутечке энтропии из элемента объема, 

поэтому он входит в(2.270) со знаком «–». 

Плотность потока энтропии может быть представлена в виде(см.(2.179)): 

 j
j

kT

n u

kT
s полн

e k k k

k

n

, .  





1

, (2.271) 

причем nk в твердом теле считаем равной нулю, так какпренебрегаем 

растворением газовых частиц в матрице мембраны. 

При подстановке (2.271) в (2.270) мы придем к интеграламот скоростей 

компонентов и плотностей потоков по сечениюячейки, для которых введем 

обозначения: 

    J z j z r rdre e

Rя

  , 2
0

 , (2.272) 

    J z n u z r rdrk k k

Rя

  , 2
0

 , (2.273) 

    J z j z r rdrs s полн

Rя

  , . , 2
0

 , (2.274) 

    J z j z r rdrq q

Rя

  , 2
0

 , (2.275) 

Беря интеграл по сечению ячейки от выражения (2.271) иучитывая (2.272-

2.274), получим: 

 J
J

kT

J

kT
s

e k k

k

n

 





1

. (2.276) 
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2.6.3. Производство энтропии в единице длины ячейки. 

Подставляя (2.274) в (2.270), с учетом стационарностипроцессов (dS/dt = 0) 

после деления на z получим: 

  я
sdJ

dz
 . (2.277) 

В выражении (2.276) от координаты z зависят толькотемпература T и 

химический потенциал k. Так как источников и стоков энергии и числа 

частиц в элементе объема R zя

2 нет, то потоки Je и Jk являются величинами, 

не зависящими от z. Поэтому выражение для производства энтропии на 

единицу длины ячейки будет следующим: 

  я e k
k

k

n

J
kT

dT

dz
J
d

dz kT
  














1
2

1


. (2.278) 

Учитывая выражение для логарифма доли занятых состояний 

 
 

k
k

k

k

kT m kT

p

kT
 

























ln
2 2 3 2


, (2.279) 

легко получить, что 

 
d

dz kT

h

kT

dT

dz p

dp

dz

k k

k

k






   

2

1
, (2.280) 

 h n h h kTk k

k

n

k 



1

5

2
, ,  

здесь вместо переменных p и ck использованы парциальныедавления, что 

часто предпочтительней, особенно длямногокомпонентных смесей. 

Используя соотношение для потокатепла (см. (2.142, 2.272-2.275)) 

 J J J hq e k k

k

n

 



1

, (2.281) 

выражение (2.278) можно переписать в виде: 

  я

Q k

k

k

k

J

kT

dT

dz

J

p

dp

dz
  2

. (2.282) 

Вводя обобщенные термодинамические силы 

 X
kT

dT

dz
X

p

dp

dz
q k

k

k   
1 1
2

, ,  (2.283) 
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получаем стандартное выражение для производства энтропии, выраженное 

через сумму произведений потоков на силы: 

  я q q k k

k

J X J X  . (2.284) 

2.6.4. Феноменологические соотношения для потоков. 

Феноменологические соотношения для потоков имеютследующий вид: 

 J L X L Xq qq q qk k

k

n

 



1

, 

 J L X L Xk kq q kl l

l

n

 



1

. (2.285) 

В частности, для бинарной смеси соотношения (2.285) можновыписать более 

подробно: 

 J L
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dT

dz
L
p
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L
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q qq q q   
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2 1
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 J L
kT

dT
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L
p
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L
p
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q1 1 2 11

1

1
12

2

21 1 1
    , (2.286) 

 J L
kT

dT

dz
L
p

dp

dz
L
p

dp

dz
q2 2 2 21

1

1
22

2

21 1 1
    .  

Такой выбор термодинамических сил удобен, в частности, при рассмотрении 

режимов течения, близких ксвободномолекулярным. В этом режиме 

(Kn  ) молекулыкомпонентов практически не сталкиваются друг с другом, 

и ихдвижение полностью определяется градиентом T и 

градиентомсобственного парциального давления. В этом случае 

перекрестныекоэффициенты, показывающие влияние градиента 

парциальногодавления другого компонента, должны обращаться в 

нуль(L12 = L21 = 0). В других режимах L12 и L21 будут показывать 

рольвзаимных столкновений частиц разных сортов. 

В экспериментах нередко измеряют перенос какого-либокомпонента через 

мембрану в условиях T = p = 0. Для бинарнойсмеси в этом случае 

dp1/dz = –dp2/dz, и потоки компонентов будутравны: 
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где D1, D2 - так называемые истинные коэффициенты диффузии. 

Для того чтобы можно было сравнивать кинетическиекоэффициенты 

макролокальной неравновесной термодинамики скинетическими 

коэффициентами мембраны конечной толщины(2.206), выразим производные 

от парциальных давлений pk черезпроизводные от давления смеси p и 

молярной концентрации c: 

 
1 1 1

p

dp

dz p

dp

dz c

dc

dzk

k

k

k  . (2.289) 

Подставляя (2.289) в (2.286) и учитывая, что
dc

dz

dc

dz

1 2  , будем иметь: 
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 (2.290) 

Вообще говоря, величины в скобках можно было бы назватькинетическими 

коэффициентами, но сумма произведений таких сили потоков, как в (2.290), 

не дает выражения для производстваэнтропии, и перекрестные 

коэффициенты не будут равны. Чтобысимметризовать матрицу кинетических 

коэффициентов (2.290), надо перейти к потокам, которые являются 

сопряженнымитермодинамическим силам, 
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а именно 
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где w c u c u 1 1 2 2 , аu1 , u2  - z-компоненты скоростей компонентовсмеси, 

усредненные по сечению канала ячейки. 

Производя сложение второй и третьей строк (2.290) и ихвычитание в 

соответствии с (2.291), нетрудно получитьвыражения для потоков Jq, Jp, JD: 
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где введены следующие обозначения: 
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Следует отметить, что из соотношений Онзагера длякинетических 

коэффициентов (2.286) следуют соотношенияОнзагера для кинетических 

коэффициентов (2.292). 

Феноменологические соотношения (2.292) аналогичнысоотношениям (2.206), 

написанным для мембраны конечнойтолщины, если принять XQ = 0. Только 

вместо термодинамическихсил в виде конечных разностей имеем 

производные от T, p, c вдоль канала. Если имеем дело с длинными 

однородными каналами, на концах которых поддерживаются малые p, T, 

c, тоочевидно, что 
dp

dz
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L
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dT
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L



, 
dc

dz
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L

1 1


, в любой точке z. Тогда, 

например, можно записать следующие соотношения 

междусоответствующими коэффициентами макролокальной 

термодинамики(2.292) и коэффициентами для мембраны конечной толщины: 

 lim
L

pp

pp

мл

L
L

L
 . (2.293) 

Макролокальные коэффициенты отличаются тем, что они не могутзависеть 

от длины канала L, так как эта величина не являетсяхарактеристикой 

элемента длины ячейки мембраны z. 

2.7. О неравновесной термодинамике внешнего обтеканиятел. 

На проблеме внутренних течений газовых смесей мыдостаточно подробно 

рассмотрели различные вариантытермодинамического описания 

неравновесных процессов. Задачивнешнего обтекания, вообще говоря, могут 

быть рассмотрены наоснове тех же самых приемов. Например, пусть есть 

сферическаякапля, находящаяся в бинарной смеси газов при наличии в 

средеградиентов давления, температуры, концентрации. Размер капли2R 

может быть сравнимым с длиной свободного пробега. В этомслучае 

локальная неравновесная термодинамика не может описатьполе течения, по 
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крайней мере, в области порядка несколькихдлин свободного пробега возле 

капли. Тогда используетсямакроскопический подход, заключающийся в том, 

что законысохранения энергии, импульса и числа частиц применяют 

кмакроскопическому объему, включающему всю каплю и областьоколо нее 

размером, много большим как радиуса капли, так идлины свободного 

пробега. Потоки энергии и числа частиц награнице такого объема находят на 

основе решения задачи спомощью аппарата локальной неравновесной 

термодинамики.Подробное рассмотрение этих вопросов можно найти в 

работахВ.И. Ролдугина и С.П. Баканова из института физхимии АН РФ. 

2.8. Выводы по квазиравновесным методам описанияпереноса газов. 

Подводя итоги рассмотрения неравновесных процессов вгазах и процессов, 

связанных с их взаимодействием сокружающими телами, следует отметить 

следующее. 

1. Ориентируясь на весь комплекс методов неравновеснойтермодинамики, по-

видимому, можно описать любые необратимыепроцессы, исключая только 

нелинейные задачи, соответствующиебольшим отклонениям от равновесия. 

2. Хотя неравновесная термодинамика не позволяетпредсказывать значение 

кинетических коэффициентов, тем неменее, перед тем как решать задачу на 

кинетическом уровнеописания можно рекомендовать рассматривать задачу с 

помощьюнеравновесной термодинамики. Такое рассмотрение 

позволяетпонять основные внешние связи объекта с окружающей средой, 

записать линейные выражения для термодинамических потоков идает ряд 

соотношений, полезных для более подробных расчетовкинетического уровня. 

3. Если есть возможность проведения экспериментальныхисследований 

неравновесных процессов, то термодинамическиерасчеты в совокупности с 

экспериментом, поставленным всоответствии с выводами неравновесной 

термодинамики, даютпрактически исчерпывающие сведения для описания 

этихпроцессов. 

Дальнейшая часть курса будет посвящена методампредсказания 

кинетических коэффициентов феноменологическихсоотношений локального, 

макролокального и нелокального методовнеравновесной термодинамики. 
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ГЛАВА3. СТАТИСТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА 

КИНЕТИЧЕСКИХКОЭФФИЦИЕНТОВ ПЕРЕНОСА ГАЗА. 

3.1. Элементарные кинетические теории. 

3.1.1. Введение. 

Молекулярно-динамические расчеты траекторий достаточнобольшой 

совокупности частиц показывают, что начальные условиябыстро 

«забываются», и поведение каждой частицы спустянекоторое время после 

начала процесса выглядит почти полностьюхаотическим. Поэтому можно 

надеяться получить соответствующееэксперименту описание поведения 

газов, совершенно не опираясьна детали молекулярных столкновений или 

пользуясь минимальнойинформацией о них. 

Яркими примерами успешности такого подхода являютсямаксвелловский или 

больцмановский выводы равновесногораспределения частиц по скоростям, 

которое действительно независит от сечений взаимодействия и начальных 

условий. 

Когда возникает необходимость расчета кинетическихкоэффициентов, то 

кажется естественным на каждом этапепроводимых вычислений помнить и 

максимально использоватьсвойство систем многих частиц стремиться к 

наиболеевероятному, равновесному состоянию с полной потерей «памяти» 

оначальных условиях процесса. Хотя строгое описаниенеравновесных 

явлений призвано связывать макроскопическиепотоки, измеряемые в опыте, с 

характеристиками столкновениймолекул и поэтому немыслимо без учета 

деталей взаимодействияатомов друг с другом, но эти детали в конечных 

выражениях длякинетических коэффициентов присутствуют, как правило, в 

видекомплекса параметров, имеющих смысл средней длины 

свободногопробега молекулы среди других частиц   (d2n)-1. 

Пользуясьпредставлением о средней длине свободного пробега частиц, 

можно попытаться найти выражения для некоторых 

кинетическихкоэффициентов, черпая остальные недостающие данные 

изпредположения о полной хаотизации и почти полной потере 

памятичастицы о своей траектории. 

На основе представлений о хаотическом движении частицыможно понять 

основные черты явлений переноса в газах, жидкостях и твердых телах. 

Рассмотрим эту задачу. 

3.1.2. Коэффициенты диффузии случайного блужданиячастиц. 

Ограничимся одномерным случаем и рассмотрим хаотическоеблуждание 

частицы, моделируя его следующим образом: 
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1) частица может находится только в узлах одномернойрешетки с 

координатами 0, a, 2a, 3a, ; 

2) в моменты времени t = , 2, 3,  эта частицаперескакивает из некоторого 

узла решетки в ближайшие узлы, причем вероятности перехода в левый или 

правый узел равны. 

На первый взгляд модель кажется очень искусственной, однако она 

«ухватывает» основной характер диффузии частиц вразличных средах. Если 

мы имеем плоский фронт диффузии, например, в канале, то смещения частиц 

в поперечномнаправлении (параллельном плоскости фронта) не приводят 

кизменению физической ситуации и значимыми будут толькопродольные 

смещения, которые как раз и учитываетрассматриваемая модель. Любая 

диффузия частиц в газе, жидкостиили твердом теле характеризуется 

некоторым расстоянием -средней длиной скачка, и средним временем, 

которое приходитсяна один скачок. При диффузии частицы в газовой среде 

длинаскачка соответствует средней длине свободного пробега, а вкачестве 

времени скачка следует брать время свободного пробегас тепловой скоростью 

t, тогда 

 





t

. 

При диффузии частицы в канале в свободномолекулярном режимесредняя 

длина скачка равна диаметру этого канала, а время «сидения» частицы на 

стенке в адсорбционной потенциальной ямеможно принять в качестве 

времени скачка. Следует отметить, чтохарактер диффузии в канале в 

свободномолекулярном режименаиболее близок к условиям, принятым в 

модели. Если жерассматривать плоский фронт диффузии примесных частиц 

втвердом теле по межузлиям, то и в этом случае, как в модели, примесные 

частицы занимают дискретные межузельные положения, вкаждом из которых 

они пребывают некоторое время, необходимоедля того, чтобы случайным 

образом в результате флуктуацийэнергии при тепловом движении частица 
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смогла преодолетьпотенциальный барьер перехода между соседними 

межузельнымиположениями. 

Следует заметить, что в нашей модели диффузии мыполностью исключили 

детерминистический характер движениячастиц, которое должно происходить 

в полном соответствии сзаконами Ньютона. Законы механики Ньютона 

заменены простейшейстохастической моделью, в которой хаотические 

столкновения сосредой вызывают беспорядочные перескоки из узла в узел 

сравной вероятностью налево или направо. Правомерностьпредположения о 

равной вероятности скачка налево или направоцелесообразно обсудить 

подробнее. 

Если мы рассматриваем движение частиц в потенциальномполе других 

частиц в соответствии с законами механики, тоочевидно, что каждый 

последующий шаг вдоль траектории будетобусловлен предысторией частицы, 

ее скоростью, ускорением.Однако в случае диффузии в 

свободномолекулярном режиме садсорбцией на стенках частица, придя на 

новое место с какой-тоопределенной скоростью, сравнительно быстро ее 

«забывает». 

Прежде, чем вырваться из потенциальной ямы, рассматриваемая частица, 

окруженная другими частицами, находящимися в беспрерывном хаотическом 

движении, совершаетмиллионы колебаний. Естественно, что новый 

диффузионный скачокпроисходит практически с равной вероятностью 

направо илиналево. Если бы мы все же применили механику Ньютона в 

такойситуации хаотического внешнего поля, то с высокой точностью мыбы 

получили результат равной вероятности скачка направо илиналево, 

независимо от того, откуда и с какой скоростью пришлачастица в данный 

узел. 

Итак, вернемся к предложенной модели и поставим себе цельнайти средний 

квадрат расстояния x2 = (ma)2, на котороесмещается частица за время 

t = n. Для этого введем вероятностьp(m, n) того, что частица находится в узле 

x = ma в промежутоквремени от n до (n + 1). Для краткости этот 

промежуток временибудем называть промежутком времени n. Если частица 

попала вузел ma в момент n, то это могло произойти только в томслучае, 

если в промежутке времени (n – 1) частица находилась всоседних узлах (m –

 1) или (m + 1). Этот факт можно записать спомощью введенной выше 

вероятности следующим образом: 
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      p m n p m n p m n, , ,     
1

2
1 1

1

2
1 1 . (3.1) 

Предположим, что в промежуток времени от 0 до  (n = 0)частица находилась 

в узле x = 0 (m = 0). Рассмотрим дальнейшееповедение частицы в 

соответствии с уравнением (3.1). Наиболеенаглядно это можно изобразить на 

координатных плоскостях x(t) и p(x) (см. рис.3.1). 

Нетрудно убедиться, что сумма вероятностей для каждого n (0, 1, 2, 3, ) 

равна 1. Среднее значение квадрата номера узлаопределяется выражением: 

  m m p m n
m

2 2 , . (3.2) 

Оно характеризует ширину распределения p(m) и очевидноявляется 

функцией n(времени). С течением времени вероятностьтого, что узел занят, 

снижается для малых m, а распределениевероятностей распространяется на 

все более дальние от началакоординат узлы оси x (см. огибающую кривую 

распределенияp(m, n) на рис.3.1). 

СЛУЧАЙНОЕ БЛУЖДАНИЕ ЧАСТИЦ 

 

Рис.3.1. 

В соответствии с рис.3.1 и формулой (3.2) найдем m2 для n = 1, 2, 3: 
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Эти вычисления легко продолжить и дальше, но уже изприведенных расчетов 

видно, что 

 m2 = n. (3.3) 

Учитывая, что m = x/a и n = t/, получаем: 

 x
a
t2

2




. (3.4) 

Здесь следует обратить внимание, что если бы в начальныймомент времени в 

начале координат мы имели не одну, адостаточно много частиц, то все 

вероятности были быпропорциональны числу частиц, и расширение 

распределенияp(m, n) с течением времени соответствовало бы 

движениюдиффузионного фронта. 

При хаотическом движении, когда частица на каждый шагвперед делает 

один-два шага назад, смещение фронта диффузиипропорционально корню 

квадратному из времени (а не простовремени, как при конвективном 

переносе). 

Для того, чтобы найти выражение для коэффициента диффузиичерез 

параметры нашей модели, надо получить выражение дляx2, исходя из 

феноменологического уравнения диффузии: 

 








c

t
D

c

x


2

2
. (3.5) 

Решение уравнения (3.5) с начальным распределением в виде-функции 

Дирака 

 c(x, 0) = (x) (3.6) 

представляет собой следующее выражение: 

  c x t
Dt
e

x

Dt, 
1

2

2

4


. (3.7) 
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Исследование решения (3.1) при больших n показывает егостремление к (3.7) 

при n  . 

На основе (3.7) нетрудно найти x2: 
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x c x t dx

c x t dx

x e dx

e dx

Dt

x

Dt

x

Dt

2

2 2 4

4

2

2 2  



























,

,

. (3.8) 

Это известная формула Эйнштейна. 

Сравнивая (3.8) и (3.4), легко убедиться, что 

 D
a


2

2
. (3.9) 

Если необходимо найти коэффициент диффузии в газовойсреде, то a 

соответствует , и  = /t, тогда получим: 

 D ~ t, (3.10) 

а для кнудсеновского течения (Kn  ), когда временемадсорбции можно 

пренебречь: 

 DKn ~ Rt, (3.11) 

Более строгие подходы уточняют постоянные множители вэтих выражениях. 

Для трехмерной диффузии 

 D t
1

3
 , (3.12) 

а диффузия в свободномолекулярном режиме в канале круглогосечения 

характеризуется коэффициентом 

 D R t

Kn 
2

3
 . (3.13) 

Следует помнить, что на основе стохастического подхода кявлениям 

переноса, вообще говоря, можно построить достаточнострогую 

кинетическую теорию. 
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Другой метод получения оценок для различных кинетическихкоэффициентов 

основан на идее квазиравновесности, т.е. идеи, которая была нами 

использована при обсуждении термодинамикинеравновесных процессов. 

Будем считать, что при слабомотклонении от равновесия одночастичная 

функция распределениянезначительно отличается от максвелловской и в 

первомприближении потоки частиц, энергии и импульса можно оцениватьна 

ее основе. Для того, чтобы научиться делать такие оценки, рассмотрим 

сначала более подробно свойства функции Максвелла. 

3.1.3. Свойства максвелловского распределения. 

Распределение Максвелла f0(r, , t), или максвеллиан - эторавновесная 

одночастичная функция распределения в трехмерномпространстве скорости и 

трехмерном физическом пространстве. 

Эта функция определена так, что величина 

 f0(r, , t)dx dy dz dxdydz 

дает число частиц, находящихся в элементе физического объемаdV = dxdydz и 

обладающих проекциями скорости в интервалахx  x + dx, y  y + dy, 

z  z + dz. 

Не следует путать эту функцию с функциями, описывающимичисло частиц, 

имеющих модуль скорости в интервале от  до + d, или число частиц, 

имеющих энергию в интервале от E1 доE1 + dE1. Хотя распределение 

Максвелла может не зависеть отнаправления скорости , но для того, чтобы 

отличатьраспределения частиц по модулю скорости от распределения 

вполном пространстве скоростей в обозначениях максвелловскойфункции 

удобно оставлять знак вектора у аргумента: 

 f0 = f0(). 

Для равновесного газа, находящегося в покоящейся колбеобъемом V, 

максвелловская функция имеет вид: 

  f n
m

kT
e

m

kT
00

3 2

2

2

2

 
















. (3.14) 

Здесь n
N

V
 число частиц в единице объема, 

3

2

1

2

2

1

kT
N

m i

i

N







, а N -число 

частиц в объеме V. 
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В этом случае распределение молекул по координатамфизического 

пространства является однородным. Функцию f00()(3.14) называют 

абсолютным максвеллианом. 

Если колба с газом движется поступательно со скоростью u, а газ находится в 

равновесии относительно стенок колбы, то, очевидно, что функция 

распределения газовых частиц должнаиметь в системе координат, связанной с 

колбой, такой же вид, как и (3.14): 

  f n
m

kT
e

m

kT
00

3 2

2

2

2

 


















, (3.15) 

где  =  – u, 
 3

2

1

2

2

1

kT
N

m i i

i

N







 u

, 

,  - скорости молекул в движущейся и лабораторной системахкоординат, 

соответственно. 

Если произвольный неравновесный газ можно разбить наквазиравновесные 

элементы объема, характеризующиесяпараметрами n(r, t), T(r, t) и u(r, t), то 

каждому такомуэлементу объема можно поставить в соответствие так 

называемуюлокально-равновесную функцию распределения частиц этого 

объемапо скоростям, аналогичную (3.15): 

    
 

  
 f t n t

m

kT t
e

m t

kT t

0

3 2

2

2

2

r r
r

u r

r
, , ,

,

,

,



















. (3.16) 

Возвращаясь к абсолютному максвеллиану, заметим, чтовероятность иметь 

скорость от  до  + d в соответствии с(3.14), (3.15) распадается на три 

множителя для проекцийскорости: 
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 (3.17) 

Следовательно, равновесные распределения частиц по проекциямскоростей 

на декартовы оси координат являются независимыми.Они имеют вид 

гауссовской кривой с характерной полушириной
2

1 2
kT

m









  (см. рис.3.2). 
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МАКСВЕЛЛОВСКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПО ПРОЕКЦИИ   

 

Рис.3.2. 

Следует заметить, чтоf00(x) - четная функция, т.е. f00(x) = f00(–x). Очевидно, 

что интеграл от –до + от нечетной функции , для которой (x) = –(–x), 

взятый с весом f00(x), обращается в нуль (см. рис.3.2): 

    f dx x x00 0   




   

По известной функции f00(x) (3.15) можно найти числочастиц, приходящихся 

на интервал модуля скорости от  до  + d.Рассмотрим трехмерное 

пространство скорости (x, y, z).Заметим, что   2 2 2 2  x y z . Эту связь 

можно представлять какуравнение поверхности сферы радиуса  в 

пространстве (x, y, z) (см. рис.3.3). 
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ПРОСТРАНСТВО СКОРОСТИ 

 

Рис.3.3. 

Модуль скорости  может иметь только вектор, конецкоторого принадлежит 

этой сфере. Все вектора, модули которых будут находиться в диапазоне от  

до  + d, очевидно будут оканчиваться в шаровом слое от  до  + d. Так 

как на единицу объема пространства скорости в единице объема физического 

пространства приходится f00() частиц, то в шаровом слое 42d 

будетнаходится следующее их число: 
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПО МОДУЛЮ СКОРОСТИ 

 

Рис.3.4. 

Распределение f00() имеет вид кривой проходящей через начало координат с 

максимумом в точке самого вероятного модуля скорости (см. рис.3.4). 

Учитывая, что кинетическая энергия частиц равна E
m

1

2

2



, можно найти 

распределение по энергиям E1 на основе того, что из физического смысла 

распределенийf00(E1) и f00() следует равенство: 

 f00(E1)dE1 = f00()d, (3.19) 

в котором dE1 и d соответствуют друг другу. Следовательно,  
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 (3.20) 

В литературе можно встретить все три модификациимаксвеллиана (3.15), 

(3.18), (3.20). 

Найдем среднюю тепловую скорость частицы в равновесномгазе, 

находящемся при температуре T: 
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 (3.21) 

Найдем средний квадрат модуля скорости и среднюю энергию: 
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. (3.23) 

В этой задаче можно воспользоваться и максвеллианом, заданным в 

векторном пространстве: 
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 (3.24) 

Здесь учли, что трехмерные интегралы с различными слагаемымиx
2
,  y

2
 и 

 z
2
 являются одинаковыми. 

Определим среднюю гидродинамическую скорость газа, описываемого 

локальномаксвелловской функцией. Найдем сначалаx-компоненту 

гидродинамической скорости x: 
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 (3.25) 

Прибавим и вычтем в подынтегральном выражении (3.25) величинуux: 
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Учтем, что d(x – ux) = dx, d(y – uy) = dy, d(z – uz) = dz, тогда 
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Очевидно, что другие компоненты скорости получаютсяаналогично и, 

следовательно,  = u. В частном случаеабсолютного максвеллиана  = 0. 

3.1.4. Плотность столкновений молекул друг с другом вравновесном 

однокомпонентном газе. 

Все неравновесные явления в замкнутой газовой системесопровождаются 

ростом энтропии и происходят благодарястолкновениям молекул газа друг с 

другом и с молекуламиповерхности. Поэтому плотность столкновений 

является одной изсамых важных характеристик неравновесных процессов. 

Подплотностью столкновений молекул газа друг с другом будемпонимать 

число столкновений, происходящих в единице объемагаза за единицу 

времени. Чтобы определить эту величину, сначала найдем частоту 

столкновений пробной молекулы со всемиостальными. 

За единицу времени пробная молекула проходит в среднемпуть t, на этом 

пути при средней длине свободного пробега она испытывает 

 



 t  (3.26) 

столкновений. 

Так как все молекулы одинаковы, то в газе с плотностью nатомов в единице 

объема за 1 секунду будет происходить 

 N n
n

n dt
t11

2 2  



   (3.27) 
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столкновений. 

В более строгих кинетических расчетах это выражениенесколько уточняется 

за счет учета относительного движенияатомов, что добавляет множитель 2  

 N n dt11

2 22   . (3.28) 

Плотность столкновений определяет интенсивность всехпроисходящих в газе 

процессов и, в частности, химическихреакций. 

3.1.5. Плотность столкновений молекул равновесного газас плоской 

поверхностью. 

Плотность столкновений молекул с поверхностью - это числостолкновений 

частиц с единицей площади поверхности за единицувремени. 

Определим сначала число столкновений молекул, приходящихся на 

бесконечно малый интервал скорости от  до + d, с выбранным элементом 

поверхности dS за время dt. Ввидутого, что абсолютная максвелловская 

функция распределенияравновесного газа f00 зависит только от модуля 

скорости , удобно в пространстве скорости работать со 

сферическойсистемой координат. Вектор скорости (x, y, z) задается вэтом 

случае значением модуля скорости , углами  и :  = (, , ). 

Поясним постановку задачи с помощью рис.3.5, на которомудобно 

совместить декартовы системы координат в физическомпространстве и в 

пространстве скоростей. Попарно совпадаютначала координат и направления 

осей (x, x), (y, y), (z, z). 
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СТОЛКНОВЕНИЕ МОЛЕКУЛ С ПЛОСКОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ 

 

Рис.3.5. 

Но масштабы различны вдоль осей, различны и единицы измерения.Среди 

всех молекул возле поверхности выделим те, которыеобладают скоростью в 

интервале от  до + d. Их плотностьсоставляет f00()d. 

Вдоль выбранного вектора  выделим цилиндр (физическогопространства), 

опирающийся на площадку dS с длиной образующей, равной  dt (см. 

рис.3.5). Очевидно, что все молекулы, находящиеся в этом цилиндре и 

обладающие скоростью  за времяdt столкнутся с поверхностью. Объем 

рассматриваемого цилиндраdV = dS cos dt. Следовательно, записывая 

элемент объемапространства скоростей в сферической 

системе(d = 2d sin d d), для числа столкновений молекул, 

обладающихскоростью от  до  + d, с площадкой dS за время dt 

получимследующее выражение: 

 dNW = f00() dS cos dt 2d sin d d . (3.29) 

Точно такое же выражение описывает равновесное излучениеили отражение 

молекул с поверхности, так как (3.29)инвариантно поотношению к смене 

знака скорости. При изучении рассеяния молекул поверхностью зачастую 

интересуются общим числом молекул со всевозможными модулями скорости, 

попадающими в окно детектора площадью S0, установленного под 

определенным углом  к нормали поверхности (см. рис.3.6). 
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РАССЕЯНИЕ МОЛЕКУЛ ПОВЕРХНОСТЬЮ 

 

Рис. 3.6. 

В окно детектора попадут те молекулы, которыераспространяются в телесном 

угле  = S0/r
2. 

ТЕЛЕСНЫЙ УГОЛ В ПРОСТРАНСТВЕ СКОРОСТЕЙ 

 

Рис. 3.7. 

В соответствии с (3.29) роль элемента телесного углаиграет величина  
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, 

что легко видеть из рис.3.7. 

Следовательно, плотность потока молекул, приходящихся наединичный 

телесный угол, будет получаться делением (3.29) наdS dt sin d d с 

последующим интегрированием по всем значенияммодуля скорости: 
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 (3.30) 

Именно по этому закону (NW() ~ cos) будет изменятьсячисло 

регистрируемых в детекторе молекул при варьировании угланаблюдения  

при постоянном расстоянии от излучающей точки.Распределение (3.30) носит 

название закона косинуса.Получаемое в опыте в соответствующих условиях 

косинусоидальноераспределение служит признаком равновесного излучения. 

Общее число молекул, соударяющихся с единицей поверхностиза единицу 

времени, можно найти путем интегрирования (3.30) повсем возможным 

телесным углам: 

  N N d d d
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W W
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. (3.31) 

Выражение (3.31) может быть применено не только вкинетической теории 

газов, но и в кинетике жидкостей и твердыхтел. Например, в проблеме 

испарения число соударений молекул споверхностью со стороны жидкости 

можно оценивать по этой жеформуле. 

Элементарная кинетическая теория основывается на 

идееквазиравновесности, т.е. считается, что нарушение равновесияневелико и 

для расчета потоков частиц, энергии и импульсаможно воспользоваться 

максвеллианом. Существуют даже такиекинетические задачи, которые можно 

решить абсолютно строго, основываясь только на максвелловской функции 

распределения иполученном с помощью нее выражении (3.31). Остановимся 

сначалаименно на таких задачах. 
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3.1.6. Перенос газов через отверстие всвободномолекулярном режиме. 

На основе знания максвеллиана могут быть 

рассчитаныкинетическиекоэффициенты свободномолекулярного движения 

(переноса) газовых смесей в мембране, представляющей собой отверстие в 

бесконечно тонкой перегородке (длина канала L = 0, см. рис.3.8). 

ПЕРЕНОС ГАЗОВ ЧЕРЕЗ ОТВЕРСТИЕ 

 

Рис.3.8. 

Если в одном из резервуаров - вакуум, а в другомподдерживается давление 

однокомпонентного газа p, то очевидно, что объемный поток будет равен 

 J
G

n

n R

n
Rp

t

t  

1

4 1

4

2

2

 
  . (3.32) 

Здесь G есть число частиц, проходящих через мембрану в единицувремени, 

или числовой расход (поток). Формула (3.32) будетсправедлива, если 

площадь отверстия много меньше площадиповерхности заполненного газом 

резервуара. Выполнение этогоусловия необходимо для того, чтобы истечение 

через отверстиене приводило к большому отклонению газа в резервуаре 

отравновесия, иначе будет не ясно, какую плотность нужноиспользовать в 

формуле (3.32) (n станет функцией координат). 
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Если второй резервуар заполнить каким-либо другим газом, то в 

свободномолекулярном по размеру колбы режиме (R0  )из-за того, что 

преобладающим типом столкновений будутстолкновения со стенками, 

компоненты не будут чувствовать другдруга, и процесс переноса каждого 

компонента будет идти так, как если бы второго компонента не было. Эти 

рассуждениясправедливы не только для разных компонентов. Суть в том, 

чтокаждая частица в свободномолекулярном режиме совершает 

своедвижение от одного соударения со стенкой до другого так, какесли бы 

остальных частиц не было. Поэтому, если в одномрезервуаре 

поддерживаются давление p1 и температура T1, а вдругом - p2, T2, то 

результирующий поток частиц черезотверстие будет находиться как разность 

потоков из левой колбыв правую вакуумную полость и из правой колбы в 

левую вакуумнуюполость: 
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. (3.33) 

Если температуры в колбах будем поддерживать постояннымии равными T1 и 

T2, а количество газа в системе двух колб неменять, то должно установиться 

стационарное состояние первогопорядка с минимумом производства 

энтропии, которое отвечаетG = 0. Поэтому на основе (3.33) можно найти, 

каким будетотношение давлений в колбах (т.р.д.) 

 
p

p

T

T

1

2

1

2

 . (3.34) 

Это соотношение известно как закон Кнудсена длятермомолекулярной 

разности давлений. Следует обратитьвнимание, что в канале с произвольной 

длиной L расход вкнудсеновском (свободномолекулярном) режиме будет 

отличатьсяот расхода через отверстие (3.32) только множителем W -

вероятностью того, что молекула, вошедшая в канал через одинторец, 

покинет его с другого конца (или, коротко, W -вероятность прохождения 

канала). Поэтому числовой расход вканале при истечении газа в вакуум в 

свободномолекулярномрежиме можно найти по формуле: 

 G n R Wt
1

4

2  . (3.35) 

Так как W слабо зависит от температуры и характеристикмолекул газа и 

твердого тела, а определяется, в основном, формой и размерами канала, то 

ясно, что формула (3.34)останется приближенно верной и для каналов 

произвольной длины. 
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На основе соотношения (3.33) можно найти выражениякинетических 

коэффициентов Lpp и Lpq для рассматриваемогослучая. Действительно, 

принимая, что 
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и, используя правила дифференциального исчисления, легкополучить: 
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 (3.36) 

Здесь использовано обозначение   t t T . 

На основе (3.36) получаются следующие выражения длякинетических 

коэффициентов: 

 L
R

kT L
R

n
pq t pp t  







2 2

8 4
, . (3.37) 

Следует отметить, что диагональный коэффициент Lpp -действительно, 

неотрицательная величина, а перекрестныйкоэффициент теплового крипа не 

может быть положительным, чтонаходится в соответствии с выводами 

неравновеснойтермодинамики. 

Далее найдем два других кинетических коэффициента, описывающих 

перенос тепла через отверстие. Они представляютособый интерес с точки 

зрения иллюстрации выполнениясоотношений Онзагера для перекрестных 

коэффициентов Lpq и Lqp. 

В соответствии с определением потока тепла в мембране(2.199) можно 

записать: 

 Jq = Je - Jph (3.38) 

Поток кинетической энергии ищется совершенно аналогичнопотоку частиц 

(3.29), только с добавлением множителя 
m2

2
, таккак каждая 
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молекула,пересекая площадку, несет энергию 
m2

2
.Количество энергии, 

переносимое молекулами, обладающимискоростью от  до  + d, за время dt 

через площадку dSзапишется следующим образом: 

 dN f dS
m

dt d d dW

E  00

2
2

2
cos sin


      . (3.39) 

Деля (3.39) на dS и dt и интегрируя по , , , получимискомый поток энергии 

в вакуумную полость через единичнуюплощадку за единицу времени: 
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 (3.40) 

Если пользоваться для среднего от произведения  2 величиной, равной 

произведению средних, и находить потокэнергии как произведение потока 

частиц на среднюю энергию 3/2kT, то получили бы ошибку 25: 
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Найдем теперь результирующий поток энергии для случая, когда и в левой, и 

в правой колбах находится газ снезначительно отличающимися для разных 

объемов температурами идавлениями: 
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 (3.41) 

Поток тепла определяется через поток энергии (3.41) завычетом 

конвективного переноса энтальпии с использованием(3.36): 
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 (3.42) 

Учитывая, что термодинамические силы определяются поформулам: 

 X
p

kT
X

T

kT
p q   

 
, ,

2
 

на основе (3.42) получим выражение для кинетическихкоэффициентов: 

 L
R

kT L R pkTqp t qq t   


  
2

2

8

9

16
, .  (3.43) 

Сравнивая (3.43) и (3.37), видим, что перекрестныекоэффициенты Lpq и Lqp в 

соответствии с принципом Онзагераравны. Из условия неотрицательности 

производства энтропиитакже следует, что кинетические коэффициенты 

должныудовлетворять условию 

 L L Lpp qq pq 2
. (3.44) 

Замечая, что из (3.37:3.43) можно получить 
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kT L L R kTqp t pp qq t
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  , ,  

легко убедиться в выполнении неравенства (3.44). 

Подводя итоги рассмотрения переноса тепла и массы газачерез отверстие в 

свободномолекулярном режиме, необходимоотметить, что полученные 

выражения для кинетическихкоэффициентов справедливы не только для 

условий   R0 (R0 -размер колбы), но и для условий   R (R - радиус 

отверстия), при которых может быть реализован вязкий режим по размеру 

системы (  R0). В последнем случае размер области возмущения функций 

распределения должен охватывать район размером ~ R возле отверстия. Но 

при таких размерах режим переноса является свободномолекулярным, что 

объясняет достаточность условия   R для применения полученных выше 

формул для кинетических коэффициентов (3.43), (3.37). 
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 Однако, при всех возможных числах Кнудсена по размеру колбы 

0
0

   Kn


R
 необходимо выполнение условия малости возмущения газа в 

колбе, вызванного истечением через отверстие, т.е. R  R0. 

3.1.7. Перенос газов в свободномолекулярном режиме в длинном канале. 

Рассматривая случайное блуждание молекулы в канале радиусом R, мы 

нашли, что оно характеризуется коэффициентом диффузии 

 D R tKn 
2

3
 . (3.45) 

Основываясь на этом выражении, можно записать потокчастиц, 

обусловленный градиентом числовой плотности n вдольканала длиной L и 

радиусом R: 

 G J n R D n R R
n

L
R

n

L
p t t        2 2 32

3

2

3
Kn

 
. (3.46) 

Это выражение носит название формулы Кнудсена 

длясвободномолекулярного расхода газа. Здесь при переходе от n к
n

L
 

воспользовались предположением, что L  R. Фактическиприводимые здесь 

рассуждения справедливы, только если имеетместо макролокальное 

равновесие в элементе длины канала, таккак DKn (3.45) - это макролокальный 

коэффициент. При конечнойдлине канала условия вывода (3.45) нарушаются. 

Сравнивая(3.46) с формулой расхода через отверстие (3.32) и формулой(3.35) 

для канала произвольной длины, нетрудно получитьвыражение для 

вероятности прохождения канала, справедливое приL  R: 
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0

8

3
. (3.47) 

Формула (3.47) получена на основе предположения, что припопадании на 

поверхность канала молекула полностью «забывает» об импульсе и энергии 

до столкновения с поверхностью и сравной вероятностью после 
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столкновения смещается в ту или инуюсторону вдоль оси канала. Это 

соответствует тому, что молекулаза время адсорбции приходит в полное 

равновесие со стенкой изатем испаряется в соответствии с максвелловской 

функциейраспределения. 

Пользуясь формулой (3.47) и формулами для отверстия(3.37, 3.43) нетрудно 

получить кинетические коэффициентысвободномолекулярного переноса 

молекул в длинном однородномканале: 

 L
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, (3.48) 
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2 3    . (3.50) 

3.1.8. Кнудсеновское движение газов в каналахпроизвольной длины. 

Для оценки свободномолекулярных кинетическихкоэффициентов при 

произвольной длине канала, можновоспользоваться следующими 

представлениями. Любой каналпредставляет собой некоторое сопротивление 

для диффузии газа, причем это сопротивление можно разбить на два 

последовательныхсопротивления: первое - сопротивление входной и 

выходнойчастей, которое можно приближенно принять равным 

сопротивлениюотверстия и второе - сопротивление канала длиной L. 

Общеесопротивление при последовательном соединении должно бытьравно 

сумме сопротивлений частей. Так как вероятностьпрохождения W обратно 

пропорциональна сопротивлению, тообратная вероятность прохождения 

через канал произвольнойдлины должна быть приближенно равна сумме 

обратныхвероятностей прохождения отверстия и длинного канала: 

 
 
1 1 1
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80W L W W
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. (3.51) 

Формула (3.51) позволяет проводить оценки кинетическихкоэффициентов Lqq, 

Lpp, Lqp, Lpq для Kn   при произвольномотношении L/R для случая 

адиабатической поверхности канала. 

Используя выражения (3.48, 3.50) для кинетическихкоэффициентов в 

длинных каналах и соотношение (2.293) ( lim
L

pp pp

млL L L


 ), легко получить 

кинетические коэффициенты Lpp
мл

, Lpq
мл

, Lqp
мл

макролокальной неравновесной 

термодинамики простым умножением(3.48, 3.50) на длину канала. Как и 
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следовало ожидать, выражения макролокальных коэффициентов не зависят 

от L. Длина L не входит как характеристика элемента длины канала, 

которыйберется за основу макроканального рассмотрения. 

Рассмотрим возможность расчета перекрестныхкоэффициентов, 

обусловленных неадиабатичностью боковых стенокканала (LQP). 

Следует заметить, что использованное приближение «полнойпотери памяти» 

за время адсорбции (полностью диффузноеотражение) приводит к тому, что 

изотермический поток тепла вканале равен (см.(3.49)): 

 J L X R
kT

L

p

kT
p qp p t 

1

3
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. (3.52) 

В это выражение входят геометрические характеристикиканала - его радиус и 

длина. В рамках этой моделиасимметричную мембрану (канал) можно 

сформировать, тольковарьируя радиус. Пусть половина канала имеет радиус 

R1, авторая - R2. Тогда изотермические потоки тепла всоответствующих 

частях канала будут равны: 
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 (3.53) 

Разность (Jq1 – Jq2) могла бы обеспечить наличие газовогоаналога эффекта 

Пельтье (выделение тепла в месте стыка частейканала с разными радиусами 

R). Однако, чтобы найти этуразность, надо рассчитать отношение p1/p2. 

Это можно сделатьна основе того факта, что числовой расход молекул через 

любоесечение канала есть величина постоянная (3.46): 
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. (3.54) 

Так как из (3.54) следует, что 
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3

1

3
 , то очевидно, что Jq1 = Jq2, т.е. 

перекрестные эффекты, связанные снеадиабатичностью асимметричных 

мембран, в этом приближении неимеют места. 

3.1.9. Недостатки элементарных методов определениякинетических 

коэффициентов в кнудсеновскомрежиме. 

Таким образом, на основе элементарной кинетической теорииудается для 

свободномолекулярного режима получить выраженияряда кинетических 

коэффициентов, за исключением LQp и LQQ. 
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В частности, LQp = 0 в результате загрубления моделивзаимодействия со 

стенкой («полная потеря памяти»). Конечно, такое загрубление сказывается и 

на величине коэффициентов, оценки которых удалось получить. К 

недостаткам элементарногоподхода следует также отнести тот факт, что в 

качестве длинысвободного пробега был выбран диаметр канала 

  = 2R 

причем  принят равным 1. В строгой теории величины такихконстант (типа 

) необходимо рассчитывать. 

Аналогичные оценки кинетических коэффициентов хорошо былобы провести 

и для остальных режимов течения: промежуточного(Kn ~ 1) и вязкого 

(Kn  1). Основное затруднение, котороевозникает при попытке провести 

такие оценки, заключается втом: что по мере роста давления начинают играть 

роль оба типастолкновений молекул: со стенками каналов и друг с 

другом.Особенно сложной для оценок является ситуация, когда 

переносатомов перестает определяться только случайным 

диффузионнымблужданием атомов от одного столкновения со стенкой 

додругого. 

По мере роста давления его перепад в канале создаетусловия, когда молекулы 

за счет столкновений друг с другомприобретают общий импульс вдоль 

канала. Случайное блужданиеконечно остается, но на него накладывается 

эффект общегогидродинамического континуального течения. Такого типа 

эффектыназываются кооперативными. Такие эффекты каждый из нас 

можетнаблюдать и лично прочувствовать при штурме, например, 

дверейэлектрички или трамвая в час пик. 

Промежуточный режим течения, когда сравнимыми по величинеоказываются 

роли случайного блуждания и континуальноготечения, особенно труден для 

элементарных оценок. Но в пределевязкого режима (Kn = 0) для ряда 

эффектов переноса рольстолкновений со стенками становится 

незначительной, а тогдасправедливо предположение о локальном равновесии 

в элементеобъема газа, достаточно удаленном от границ. Для этих 

эффектовсуществует однозначная связь кинетических коэффициентов Lpp, Lqq, 

LDD, LqD, LDq с коэффициентами локальной неравновеснойтермодинамики: 

коэффициентами вязкости (2.224), термодиффузии, диффузии (2.229) и 

теплопроводности. Для указанныхкоэффициентов снова становятся 

возможны оценки на основеэлементарной кинетической теории, так как 
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можно принимать вучет только один тип столкновений (молекул газа друг 

сдругом). 

3.1.10. Кинетические коэффициенты локальной 

неравновеснойтермодинамики 

Элементарная кинетическая теория переноса частиц в вязкомрежиме 

основывается на понятии средней длины свободногопробега как среднего 

расстояния, проходимого молекулами отодного столкновения друг с другом 

до другого. Наиболее строгоакт столкновения можно ввести для молекул - 

твердых упругихшаров. Поэтому будем рассматривать газ твердых сфер. 

3.1.10.1. Вязкость. 

Рассмотрим однокомпонентный однородный по температуре иплотности газ, 

движущийся параллельно оси x с массовойскоростью u, зависящей только от 

z (причем u(z = 0) = 0)(рис.3.9). 

Будем считать, что скорость u много меньше тепловойскорости частиц, то 

есть имеем дело с ламинарным течениемвозле твердой поверхности z = 0. 

Выделим произвольную плоскостьz = a, отстоящую на произвольном 

расстоянии a  , достаточноудаленном от поверхности z = 0. Найдем 

количество x-компонентаимпульса, переносимого через единичную площадку 

плоскости z = a за единицу времени сверху вниз: 

  
1

4
1n mu at   . (3.55) 

Здесь принимается во внимание, что на некотором расстоянии ~ от 

плоскости z = a молекулы практически не сталкиваются и поэтому 

пересекают плоскость z = aсо средним импульсом mu(a + 1), 

характеризующим плоскость z = a + 1, где 1 - безразмерная константа ~ 1. 

Приняв, что число молекул, пересекающих единичную площадку за единицу 

времени равно 
1

4
n t , мы тем самым предполагаем, что 

функцияраспределения в газовом потоке слабо отличается отмаксвелловской. 
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ЛАМИНАРНОЕ ТЕЧЕНИЕ ВДОЛЬ ПОВЕРХНОСТИ 

 

Рис.3.9. 

Плотность потока x-компонента импульса, переносимогоснизу вверх, 

запишется аналогично: 

  
1

4
1n mu at   . (3.56) 

Разлагая функции u(a + 1) и u(a – 1) в ряд Тейлора, нетруднополучить 

(1  a): 

 

   

   

u a u a
du

dz

u a u a
du

dz

z a

z a

  

  





   

   

1 1

1 1

,

.

 (3.57) 

Результирующая плотность потока импульса со стороны z < a вобласть z > a, 

которая представляет собой не что иное, какxz-компонент тензора 

напряжения, может быть записана в виде: 

    P n m u a
du

dz
u a

du

dz

du

dz
xz t t   









  

1

4

1

2
1 1 1        . (3.58) 

Величина Pxz эквивалентна силе, с которой газ, расположенныйниже 

плоскости z = a действует на газ в области z > a в расчете наединицу 

площади. Соотношение (3.58) это и есть закон Ньютонадля тензора 
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напряжений (2.157), где коэффициент передпроизводной представляет собой 

вязкость: 

    
1

2
1t . (3.59) 

Более точные расчеты (основанные на применении строгойкинетической 

теории) для модели молекул в виде твердых сфердают, что коэффициент 

1 = 0.998. Так как длина свободногопробега  ~
1

n
, то вязкость  не должна 

зависеть от давления(плотности), что с высокой точностью 

подтверждаетсяэкспериментами в широком диапазоне давлений при Kn  1 

и 


d
1. Вязкость в соответствии с (3.59) пропорциональна T . Вопыте 

получается, что  ~ T 0.7. Расхождение связано сгрубостью модели твердых 

сфер, в рамках которой  не являетсяфункцией температуры. Для более 

адекватных моделей потенциалавзаимодействия молекул длина свободного 

пробега будет слабойфункцией температуры ( ~ T 0.2). 

Теперь рассмотрим течение газа непосредственно возлестенки. Обычно в 

гидродинамике при расчетах поля скоростисчитается, что жидкость 

прилипает к твердой поверхности ипоэтому ее скорость обращается на 

поверхности в 0. Однако вгазе при конечной длине свободного пробега эта 

скорость неможет быть равной нулю. Дело в том, что в слое толщиной w1 

(w1 - безразмерная константа порядка единицы) падающие настенку 

молекулы практически не испытывают столкновений идолжны обладать 

ненулевой средней скоростью  u
du

dz
w w

z

   1 1

0




во всем рассматриваемом 

слое. 

Если летящие с поверхности молекулы отражены полностьюдиффузно, то их 

средняя скорость обращается в 0. Поэтому можносчитать, что общая средняя 

скорость частиц в слое толщиной ~ , носящим название слоя Кнудсена, 

будет средней междускоростями падающих и отраженных молекул, т.е. 

 u
du

dz

du

dz
w

z z

 
 

1

2
1

0 0

    , (3.60) 

где  - носит название коэффициента вязкого скольжения. 
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Строгий кинетический расчет при условии диффузного отражениядает 

 = 1.14, что совпадает с экспериментальными данными.Условие (3.60) 

используется в качестве граничного условия(вместо u = 0) и позволяет на 

основе уравнений Навье-Стоксаполучать корректное описание газовых 

потоков, вызываемыхградиентами давления, вплоть до разрежений, 

соответствующих Kn  0.1. 

3.1.10.2. Теплопроводность. 

Элементарная теория теплопроводности строится так же, кактеория вязкости. 

Рассмотрим покоящийся однокомпонентный газ, температура которого T 

является функцией z. В плоскости z = 0расположена поверхность твердого 

тела. Требуется найти потоктепла через единичную площадку плоскости z = a 

(рис.3.10). 

Так как газ покоится (u = 0), то поток тепла равен потокуэнергии. Через 

плоскость z = a сверху вниз переносится энергия(в соответствии с (3.40)) 

  
1

4
2 2n kT at   , (3.61) 

а снизу вверх 

  
1

4
2 2n kT at   . (3.62) 

Здесь 2 - безразмерная константа порядка 1. 
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ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ ПОКОЯЩЕГОСЯ ГАЗА 

 

Рис.3.10. 

Учитывая разложение функций T(z) в ряд возле точки z = a 

        T a T a
dT

dz
T a T a

dT

dz
            2 2 2 2, ,  (3.63) 

легко получить для результирующей плотности потока тепла 

следующеевыражение: 

    j n k T a
dT

dz
T a

dT

dz
n k

dT

dz
qz t t   









  

1

4
2 2 2 2        . (3.64) 

Выделяя удельную теплоемкость (на единицу массы) припостоянном объеме 

 c
d

dT

kT

m

k

m
v

m 


















3

2 3

2
, (3.65) 

получим для теплопроводности  следующее выражение: 

    
2

3
2t v

mc . (3.66) 

Сравнивая его с вязкостью (3.59), нетрудно убедиться, что 
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4

3

2

1

cv
m . (3.67) 

Следовательно, для одноатомных газов зависимость  отдавления и 

температуры такая же, как у вязкости. 

Коэффициент перед cv
m

 носит название фактора Эйкена: 

 f 
4

3

2

1




. (3.68) 

Для одноатомных газов из эксперимента следует, что fдействительно является 

универсальной постоянной, не зависящейот рода газа. Однако ее численное 

значение f = 5/2 (вместоожидаемой f ~ 1) показывает что 2 и 1 

отличаютсяприблизительно в 1.9 раза, что трудно понять в 

рамкахэлементарной кинетической теории. В свое время над этойпроблемой 

долго «мучились» теоретики и экспериментаторы, однако строгая 

кинетическая теория действительно дала f = 5/2.Причиной большого 

значения f, по-видимому, является тот факт, что передача энергии происходит 

менее интенсивно пристолкновениях, нежели передача импульса. «Память» 

об энергиисохраняется приблизительно на двух длинах свободного пробега, а 

не на одной, как у импульса. 

Рассмотрим теперь перенос энергии непосредственно вблизистенки. 

Температура газа у стенки в результате конечностидлины свободного пробега 

не может быть равной температурестенки T. Для молекул, летящих на стенку, 

температура равна: 

  T T
dT

dz
w w

z

   2 0 2

0

 


. (3.69) 

Здесь w2 - безразмерная константа порядка 1. 

Средняя температура по молекулам, летящим от стенки сT = T0 и по 

молекулам, летящим в слое Кнудсена на поверхность, будет определяться 

следующим выражением: 

 T T
dT

dz

w

z

 


0
2

02

 
. (3.70) 

Таким образом, при наличии градиента температуры, перпендикулярного к 

поверхности, в газе наблюдается скачоктемпературы 
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 T
dT

dz

w

z




 2

02
. (3.71) 

Однако отношение w2 к величине w1, характеризующей длинурелаксации 

импульса, найденное на основе строгих кинетическихрасчетов, равно 1.9. 

Таким образом длина релаксации энергиибольше в 1.9 раза длины 

релаксации импульса как вблизи стенки, так и вдали от нее. 

3.1.10.3. Диффузия. 

В рамках элементарной кинетической теории легко получитьвыражение 

только для коэффициента самодиффузии. В опыте этомуявлению 

соответствует взаимная диффузия изотопов одногоэлемента. Рассмотрим 

бинарную газовую смесь изотопов, однородную по температуре и давлению, 

состав которой меняетсяс z. Ввиду того, что молекулы разных изотопов 

практическиодинаковы, при диффузии в первоначально однородной по 

давлениюи температуре смеси в ней не возникает градиентов этихпараметров 

(см. рис.3.11). 

Снова будем искать поток молекул через единицуповерхности плоскости 

z = a. Сверху вниз эту поверхность заединицу времени будет пересекать 

  
1

4
1 3n a t    (3.72) 

молекул первого компонента, а снизу - 

  
1

4
1 3n a t    

молекул того же компонента. Здесь 3 - безразмерная константапорядка 1. 



198 

 

ДИФФУЗИЯ В БИНАРНОЙ СМЕСИ ГАЗОВ 

 

Рис.3.11. 

Результирующая плотность диффузионного потока в положительном 

направлении оси z запишется так: 

    j n a
dn

dz
n a

dn

dz

dn

dz
u nz t t z1 1 3

1
1 3

1
3

1
1 1

1

4

1

2
   









           . (3.73) 

Для второго компонента выражение будет аналогичным: 

 u n
dn

dz
z t2 2 3

21

2
     . (3.74) 

Так как плотность смеси n = n1 + n2 = const, то dn1/dz = – dn2/dz. Имея ввиду, 

что коэффициент диффузии определяется всоответствии с выражением 

 u u
D

c c

dc

dz
z z1 2

12

1 2

1   , (3.75) 

найдем разность скоростей: 

 u u
n n

dn

dz c c

dc

dz
z z t t t1 2

1

3

2

3
1

3

1 2

11

2

1

2

1

2

1
   









           . (3.76) 

Сравнивая с (3.75) легко определить коэффициент взаимнойдиффузии 

изотопов (коэффициент самодиффузии): 

 D t12
3

2



  . (3.77) 
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Из (3.77) видно, что коэффициент диффузии случайногоблуждания с 

точностью до неопределенных в элементарных теорияхконстант совпадает с 

коэффициентом самодиффузии. 

Коэффициент D12 в силу того, что  ~ 1/n, обратнопропорционален давлению 

газа. Отношение 

 Sc  






D12 3

1

 (3.78) 

носит название числа Шмидта и для одноатомных газов равно 2/3.Это 

означает, что длины релаксации переноса числа частиц иимпульса 

отличаются на ~ 30%. Выражение для разности скоростейкомпонентов, 

подобное (3.75), можно составить и всвободномолекулярном режиме, 

действительно, в соответствии сформулой Кнудсена 

 u R
n

n L
z t1

1

1

2

3
  


 (3.79) 

и, следовательно, 

 u u R
n

n

n

n
z z t1 2

1

1

2

2

2

3
   











 
. 

Учитывая, что n1 = – n2 (в условиях n = const), получим: 

 u u R
n

n n

n

L
R

c c

c

L
z z t t1 2

1 2

1

1 2

12

3

2

3

1
     

 
. (3.80) 

По аналогии с (3.75) можно ввести коэффициент самодиффузии 

всвободномолекулярном режиме: 

 D RKn

t12

2

3
  . (3.81) 

Если число Kn ~ 1, то диффузионное сопротивление оказывают обатипа 

столкновений: молекул газа друг с другом и молекул газасо стенкой. 
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Естественно полагать, что сопротивления по обоимтипам столкновений 

необходимо складывать, для того, чтобыполучить общее сопротивление. 

Поэтому можно записать выражениедля обратного коэффициента диффузии в 

промежуточном режиме вследующем виде: 

 
 
1 1 1 3 3

2

3 1 1

212 12 12
D D D R Rв Kn

t t tKn
     











   
. (3.82) 

Формула (3.82) описывает опытные данные во всем диапазонечисел Кнудсена 

с ошибкой, не превышающей 10%. 

3.1.11. Общие особенности элементарных кинетическихтеорий. 

Подводя итоги элементарного кинетического рассмотренияявлений переноса, 

необходимо отметить следующее: 

1. Выражения для кинетических коэффициентов удалосьполучить, 

совершенно не применяя законов механики движениячастиц, законов 

рассеяния. 

2. Сравнение теории и эксперимента показывает, чтопредположения 

элементарной кинетики, основанные на идеяхквазиравновесности и полной 

«потери памяти» об энергии иимпульсе в каждом столкновении, в основном, 

оправдываются, являются адекватными природе механизмов переноса. 

3. Однако одновременно мы убедились, что ряд задач попредсказанию 

кинетических коэффициентов трудно решить в рамкахэлементарной 

кинетики. Некоторые кинетические коэффициентыперестают быть равными 

нулю только при учете эффектов «памяти» об энергии и импульсе частицы до 

столкновения и, поэтому, ихвообще невозможно предсказать с помощью 

элементарнойкинетической теории. Эта теория даже в простейших 

случаяхучета одного типа столкновений в однокомпонентном газе 

непозволяет установить численных значений кинетическихкоэффициентов. 

При переходе к учету столкновений различноготипа и описанию различных 

смесей с разными длинами свободногопробега для компонентов 

элементарная теория становится либосовсем бессильной, либо привносит 

такое количество неточностейи неуверенности в предсказаниях, что ее 

использованиестановится нецелесообразным, несмотря на 

преимуществопростоты. 
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Следующая часть книги будет посвящена строгим методампредсказания 

кинетических явлений на основе расчета функциираспределения молекул 

f(r, , t). 

3.2. Основные понятия строгой кинетической теории. 

3.2.1. Неравновесная функция распределения и ее моменты. 

3.2.1.1. Общее понятие о функции распределения. 

Рассмотрим какое-либо поле течения газа, например, выбрасываемого из 

сопла ракеты, находящейся вне пределовземной атмосферы. Такое 

неравновесное состояние газаневозможно корректно описать в рамках 

представлений механикисплошной среды и требуется, вообще говоря, более 

подробноеописание с помощью функции распределения молекул по 

скоростями координатам. Например, определение потока частиц, 

выброшенных из сопла, в направлении, совпадающем снаправлением ракеты, 

возможно только на уровне функциираспределения по скоростям. Знать 

функцию распределения - этоозначает возможность указать в любой момент 

времени в любомэлементе физического пространства dr число молекул, 

обладающихскоростями от  до  + d. 

Таким образом, функция распределения задается так, чтоf(r, , t)drd есть 

среднее число частиц, находящихся в элементефизического пространства dr в 

момент времени t и обладающихскоростями в интервале от  до  + d, 

причем f(r, , t) являетсяфункцией семи переменных. Это затрудняет ее 

графическоепредставление. Особенно сложно представить себе 

функциискоростей. Поэтому полезно использовать следующий прием: 

f()рассматривают в сферической системе координат пространстваскоростей: 

=(, , ). Распределение по модулю скорости  можно наносить на 

график отдельно, но это делают редко, таккак это распределение, как 

правило, мало отличается отмаксвелловского. 

Распределение по углам ,  направления скорости наносятна графики с 

помощью следующего приема: чертится вектор визбранном направлении 

(, ) и его длина беретсяпропорциональной f(, ) (т.е. числу молекул, 

летящих в данномнаправлении). Эта процедура повторяется для 

всевозможныхнаправлений. Геометрическое место концов таких векторов 

дастнекоторую замкнутую поверхность, по форме которой судят обугловом 

распределении скоростей. На плоском листе бумагиудается изобразить только 

разрез полученной таким образомзамкнутой поверхности. 

Для газа, находящегося в абсолютном равновесии, 

угловоераспределениеизображается в виде сферы. Медленные течения будут 
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характеризоваться угловыми распределениями, мало отличающимися от 

сферы, однако, именно эти отличия и будут определять все неравновесные 

потоки (см. рис.3.12). 

УГЛОВОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 

 

Рис.3.12. 

Неравновесный газ, истекающий в свободномолекулярномрежиме в вакуум 

через отверстие в стенке колбы, будет иметьугловое распределение, 

показанное на рис.3.13. 

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ГАЗА, ИСТЕКАЮЩЕГО ЧЕРЕЗ ОТВЕРСТИЕ 

 

Рис.3.13. 
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Распределение характеризуется разрывом в пространстве скоростей: 
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f f

f
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0 0
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.
 

С помощью специальных источников заданной мощности можнополучать 

самые разнообразные угловые распределения. Довольнозначительные 

возмущения дают расположенные в газе поверхности.Например, угловое 

распределение молекул в кнудсеновском слое, для газа, текущего вдоль 

поверхности, будет иметь следующийвид (рис.3.14). 

УГЛОВОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ В КНУДСЕНОВСКОМ СЛОЕ 

 

Рис.3.14. 

Однако, вдали от источников и границ следует ожидать, чтоугловые 

распределения будут плавными и не будут иметьразрывов. В этом случае 

особенно полезными для сокращенногоколичественного описания процессов 

переноса являются интегралыот функции распределения, умноженной на 

скорость частиц вразличных степенях. Такие интегралы носят название 

моментовфункции распределения. При плавных угловых распределениях 

уженесколько первых моментов функции распределения позволяют 

еевосстановить достаточно точно. Кроме того, первые моментыфункции 

распределения соответствуют гидродинамическимвеличинам. Рассмотрим 

первые моменты функции распределенияболее подробно. 

3.2.1.2. Первые моменты функции распределения. 

Нулевой момент связан с нормировкой функции на плотностьчастиц n(r, t): 



204 

 

    f t d n tr r, , ,   . (3.83) 

Первый момент определяет среднюю гидродинамическуюскорость газа 

u(r, t): 

      f t d n r tr u, , ,  . (3.84) 

Выражение (3.84) прямо связано со стандартным способомопределения 

средних: 

  
 


u 





f d

f d
; 

Последующие моменты функции распределения, употребляющиеся в 

гидродинамике, связаны с системой отсчета, движущейся вместе с 

выделенным элементом объема газа соскоростью u. 

Второй момент связан со средней кинетической энергиейхаотического 

движения, приходящейся на одну молекулу (т.е.температурой): 
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, ,

, ,
, , (3.85) 

а также со средней плотностью неконвективного потока импульсаили 

тензором напряжений: 

     

P m f t d       u u r, , , (3.86) 

что означает следующую запись в проекциях: 

        P m u u f t d u uij i i j j i i j j           r, , . (3.87) 

Из проекций скорости можно составить шесть независимыхпроизведений. В 

соответствии с этим имеем симметричный тензорвторого ранга Pij. 

Физический смысл выражения (3.87)следующий. 

    j ju f t d  r, ,  - есть число молекул, пересекающих заединицу времени 

единичную площадку, перпендикулярную оси j изакрепленную в 

движущемся со скоростью u элементе объема. 

Каждая из этих молекул несет на себе проекцию импульсаm(i - ui), поэтому 

подынтегральное выражение (3.87) есть плотность потока i-компоненты 
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импульса через площадку, перпендикулярную j-оси. Интегрирование дает 

усреднение этойвеличины по всем возможным скоростям. Плотность потокаi-

компонента импульса через j-ую площадку в соответствии совторым законом 

Ньютона представляет собой i-компоненту силы, приходящуюся на единицу 

площади j-ой площадки. 

Гидростатическое давление есть средняя по всемориентациям площадки сила 

нормального давления, приходящаясяна единицу площади: 

      p P m f t dii

i

  


 
1

3

1

3

1

31

3
2 2

     u r u, ,  . (3.88) 

И, наконец, специальная свертка третьего момента функциираспределения 

представляет собой плотность потока тепла: 
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, ,


. (3.89) 

Физический смысл (3.89) также легко устанавливается.   i iu f t d  r, ,  

есть число частиц, ежесекундно пересекающихединичную площадку, 

ориентированную перпендикулярно оси i.Площадка покоится относительно 

движущегося со скоростью u элемента объема. Подынтегральное выражение 

(3.89) даетколичество энергии, переносимое этими молекулами за 

единицувремени. Интеграл суммирует переносимую энергию по 

всемвозможным скоростям. 

При вычислении момента функции распределения f (r, , t) ееумножают на 

некоторую функцию скорости () и затеминтегрируют по всем скоростям. 

Величину () принято называть при этом молекулярнымпризнаком. Если 

в качестве молекулярного признака взять 
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то соответствующий момент дает нам плотность энтропии: 
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3.2.1.3. Характеристики смеси газов. 

Рассмотрим теперь особенности моментов функцийраспределения молекул 

компонентов газовой смеси fk(r, k, t).Все парциальные моменты функции 

распределения k-ой компонентыfk(r, k, t) получаются совершенно 

аналогично однокомпонентномугазу. Однако необходимо уметь определять не 

только всепарциальные газодинамические характеристики компонентов, но 

ииметь характеристики смеси в целом. 

Числовая плотность смеси равна сумме парциальныхплотностей 

компонентов: 

 n nk
k

 . (3.90) 

Массовая плотность определяется выражением: 

    k

k

k k

k

n m . (3.91) 

Плотность потока числа частиц смеси можно выразить так: 

 w un nk k

k

 , (3.92) 

а плотность потока массы записывается следующим образом: 

 0  k k

k

u . (3.93) 

Равенства (3.92, 3.93) можно понимать как определениясреднечисловой 

скорости w и среднемассовой скорости 0. 

Напомним, что диффузионная плотность потока k-тогокомпонента вводилась 

в локальной неравновесной термодинамике всоответствии со следующим 

выражением: 

 jk = nk(uk – 0), (3.94) 

причем mk k

k

j  0 . 

Тензор напряжений смеси определяется как суммапарциальных тензоров 

компонентов: 

     P P m f t dij kij

k

ki i kj j k k k

k

         0 0 r, , . (3.95) 
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Давление p pk
k

 , а вектор теплового потока такжеопределяется через 

сумму парциальных тепловых потоков: 

      j j rq qk

k

k
k k k k k

k

m
f t d   2

0

2

0       , , . (3.96) 

Плотности потоков числа частиц (3.94), импульса (3.95) итепла (3.96) для 

смесей принято определять относительноплощадки, движущейся со 

среднемассовой скоростью0. 

3.2.2. Функция рассеяния парного столкновения газовыхмолекул. 

3.2.2.1. Понятие функции рассеяния. 

Рассмотрим малый элемент физического объема в газе. Еслиразмер этого 

элемента много меньше характерного размеразадачи, то пространственное 

распределение частиц и ихстолкновений в нем будет близко к однородному. 

Выберем в этомэлементе пару сталкивающихся молекул, обладающих 

скоростями 1и 2до столкновения. Начало отсчета удобно при этом 

поместитьв центр тяжести первой молекулы, которая в такой 

системекоординат будет покоиться. Вторая молекула в этом 

случаехарактеризуется относительной скоростью g21 = 1 – 2, 

прицельнымрасстоянием b и азимутальным углом . При заданных 

значенияхg21, b и , при известных массах частиц m1 и m2 и потенциалеих 

взаимодействия на основе детерминистических законовмеханики могут быть 

найдены скорости молекул послестолкновения  1 21g , ,b  и  2 21g , ,b  . При 

столкновенияхчастиц врассматриваемом элементе будут реализованы 

всевозможные прицельные расстояния и азимутальные углы. Вероятность 

определенного значения скоростей после столкновения 1  и  2  будет 

определятся вероятностью осуществления соответствующих значений bи. 

При однородном распределении частиц последняя вероятность, очевидно, 

должна быть пропорциональна площади элемента bdbd(рис.3.15). 
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СТОЛКНОВЕНИЕ ЧАСТИЦ 

 

Рис.3.15. 

Таким образом, результат столкновения частиц с заданнымискоростями 1 и 

2, массами m1 и m2 и потенциаломвзаимодействия без задания значений b и  

не будетопределенным. Для описания результата столкновения частиц 

соскоростями 1 и 2 до столкновения в этом случае необходимовводить 

вероятность приобрести после столкновения скорости винтервалах 

      1 1 1d  и       2 2 2d . Эту вероятность обозначимследующим 

образом: 

  w d d     1 2 1 2 1 2, ,     . 

В соответствии с физическим смыслом введенной вероятности 

  w d d     1 2 1 2 1 2 1, ,      . (3.97) 

Интеграл (3.97) от w представляет собой вероятностьстолкновения молекул 

со скоростями 1 и 2, которое считаетсяравным единице (достоверное 

событие). 

Функция  w    1 2 1 2, ,   может быть определена лишь путемрешения 

динамической задачи о столкновении частиц, нонекоторые свойства этой 

функции полезно рассмотреть именно втаком, самом общем виде без ее 

конкретизации. 

3.2.2.2. Принцип детального баланса. 

Так как функция рассеяния  w    1 2 1 2, ,    есть результатрешения 

динамической задачи, то эта функция должна обладатьопределенным 

свойством, связанным с тем, что уравнениямеханики инвариантны 

относительно смены знака времени. Если вкакой-либо момент времени после 

столкновения обратить скоростичастиц, то их движение пойдет по тем же 
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траекториям в обратномпорядке. Поэтому при таком обращении скоростей 

вероятность w должна оставаться неизменной: 

    w w        1 2 1 2 1 2 1 2, , , ,         . (3.98) 

Найдем число столкновений частиц, принадлежащих интервалу1  1 + d1, 

с частицами из интервала 2  2 + d2 в единице объемаза время dt. Вообще 

говоря, будем считать эти частицыразносортными (m1  m2). За время dt с 

каждой частицей-мишенью, обладающей сечением 12, столкнутся частицы, 

которые находятсяв элементе объема |1 – 2|dt12 (см. рис.3.16). 

ЦИЛИНДР СТОЛКНОВЕНИЙ 

 

Рис.3.16. 

Приведенныйрисунок соответствует системе координат, связанной со второй 

частицей. Поэтому упомянутое число столкновений будет равно 

произведению числа частиц первого компонента в цилиндре, указанном на 

рисунке, f1|1 – 2|12dtd1на число молекул мишеней второго компонента 

f2d2, приходящихся на интервал скоростейd2 в единице объема, то есть 

 f1|1 – 2|12 dt d1 f2d2. (3.99) 

Число переходов из d d 1 2  в d d  1 2  в единице объема заединицу времени, 

очевидно, будет равным 

      w f f d d d d           1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 12 1 2 1 2, ,      . (3.100) 

Выражение (3.100) и соотношение (3.98) позволяютсформулировать принцип 

детального баланса, который имеет местов равновесии, когда f1 = f01, f2 = f02: 

 
     

     

w f f

w f f

       

        

1 2 1 2 01 1 02 2 1 2

1 2 1 2 01 1 02 2 1 2

, ,

, , .

    

           
 (3.101) 

Это равенство часто называют соотношением взаимности. 
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Если домножить обе части (3.101) на12 1 2 1 2d d d d     , тослева получим 

число прямых переходов    1 2 1 2, ,   , а справачисло реверсивных 

переходов         1 2 1 2, , , т.е. переходовпри обращении времени. 

При получении (3.101) множители    f f01 1 02 2  и    f f01 1 02 2   к (3.98) 

можно добавлять, так как пристолкновении выполняется закон сохранения 

энергии 

 exp exp 


















  
























m

kT

m

kT

m
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m
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1 1

2

2 2
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, 

а равенство модулей относительной скорости до и послестолкновения (как 

далее будет показано) следует из законовсохранения импульса и энергии. 

Принципу детального баланса можно придать так женесколько иную 

формулировку. Для этого наряду с обращениемвремени произведем 

изменение знака всех координат, котороеназывают инверсией (см. рис.3.17). 
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ПРЯМОЕ ( ), РЕВЕРСИВНОЕ ( ), ИНВЕРСНО-РЕВЕРСИВНОЕ ( ) И 

ОБРАТНОЕ ( ) СТОЛКНОВЕНИЯ 

 

Рис.3.17. 

При таком двойном изменении знака и у координат, и у времени скорость в 

новой системе отсчета равна 

  *
*

*
 






d

dt

d

dt

r r
, 

то есть  остается прежней, но развитие событий после реверса(рис.3.17б) 

идет в обратном порядке. После такой двойнойоперации изменения знака с 

поворотом частиц столкнувшиесячастицы снова идут на сближение 

(рис.3.17в). Получающееся врезультате этого сближения взаимодействие 
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частиц со скоростями;  1и ;  2 будет приводить в результате столкновения к 

скоростямчастиц 1 и 2 (рис.3.17г). 

Столкновения такого типа носят название обратныхстолкновений. 

Прицельное расстояние и механизм прямых иобратных столкновений 

совпадают и поэтому для них можнопо аналогии с (3.98) записать 

соотношение взаимности 

    w w       1 2 1 2 1 2 1 2, , , ,       . (3.102) 

3.2.2.3. Сохранение импульса и энергии при парномстолкновении 

частиц. 

Для конкретизации вида функции рассеяния  w    1 2 1 2, ,   рассмотрим 

более подробно столкновение двух молекул с массамиm1и m2. Будем считать, 

что сила их взаимодействия зависиттолько от расстояния между молекулами 

и действует по линии, соединяющей их центры тяжести. Молекулы 

предполагаютсясферически симметричными. Скорости до столкновения 

считаютсязаданными, требуется найти скорости после столкновения ;  1 

и;  2. Из этих шести неизвестных проекций ;  1 и ;  2 

четыреопределяются из закона сохранения импульса 

 (m1 + m2)G = m11 + m22 = m1;  1 + m2;  2 (3.103) 

(здесь G - скорость центра масс) и закона сохранения энергии 

    
1

2

1

2
1 1

2

2 2

2

1 1

2

2 2

2m m m m        . (3.104) 

Введем относительные скорости до и после столкновения 

 g g g g12 1 2 21 12 1 2 21              ,  

и затем на основе (3.103) выразим 1, 2, ;  1, ;  2 черезскорость центра 

масс G и относительные скорости g21 и g;   21: 

  2
1

1 2

21 1
2

1 2
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G g G g
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m m
, ,  (3.105) 

   


   


 2
1

1 2

21 1
2

1 2

12G g G g
m

m m

m

m m
, .  (3.106) 



213 

 

Из (3.106) следует, что для определения искомых скоростей ;  1 и;  2 

достаточно найти g;   12. Подставляя (3.105), (3.106) в(3.104), легко получить: 
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Отсюда следует, что g12 = g;   12, т.е. модуль относительнойскорости при 

столкновении не меняет своего значения и,следовательно, для полного 

определения динамического эффектастолкновения достаточно определить 

изменение направлениявектора g12, задаваемого двумя величинами - углами 

поворота. 

3.2.2.4. Углы поворота относительной скорости. 

Чтобы определить поворот вектора g12 в результатестолкновения, 

недостаточно знания скоростей частиц достолкновения. Поворот зависит от 

того, с какой стороны инасколько далеко одна частица пролетит около другой. 

Характертраекторий изобразил еще Максвелл в одной из своих статей 

(см.рис.3.18). 
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ВИД ТРАЕКТОРИЙ ПРИ ПОВОРОТЕ 

 

Рис.3.18. 

Чтобы более строго задать геометрию столкновений, перейдем в систему 

координат, связанную с молекулой-мишенью A.Начертим вектор 

относительной скорости, с которой частица Вналетает на мишень (рис.3.19). 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ СТОЛКНОВЕНИЯ 

 

Рис.3.19. 

Очевидно, что этот вектор не обязан проходить через точку A. Ось z системы 

координат, начало которой поместим в точку A, расположим параллельно 

вектору g12. Прямолинейное продолжение вектора g12 пересечет плоскость 

z = 0 в точке N(xb, yb). Только после задания точки N(xb, yb) полностью 

задаются условия столкновения. Вектор g12 и точка A задают положение 
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плоскости BNA. Так как сила взаимодействия FAB молекул A и B направлена 

по линии, их соединяющей, товектор А находится в той же плоскости и, 

следовательно, ускорение частицы B тоже лежит в плоскости BNA. Поэтому 

вседвижение молекулы B во время столкновения будет происходить втой же 

плоскости. Это дополнительно определяет нам один изуглов g;   12. Чтобы 

лучше это показать, удобно точку N (рис.3.19)задавать в полярной системе 

координат в плоскости z = 0. Угол отсчитывается от оси Y, расстояние NA 

обозначим через b.Величину и называют прицельным расстоянием. 

Азимутальный угол задает положение линии пересечения плоскости 

столкновения сплоскостью z = 0. Так как вектор скорости частицы B 

послестолкновения лежит в плоскости движения частицы BNA, тоостается 

определить только плоский угол поворота g12, которыйобозначим через . 

Теперь можно рассмотреть условия этого поворота, совместив 

плоскостьтраектории полета молекулы B с плоскостью листа (рис.3.20). В 

центрально-симметричном центральном поле траектория полета будет 

симметрична относительно биссектрисы угла, образуемого асимптотами 

траектории. 

ТРАЕКТОРИЯ ДВИЖЕНИЯ МОЛЕКУЛЫ, РАССЕЯННОЙ В ЦЕНТРАЛЬНО-

СИММЕТРИЧНОМ ПОЛЕ. 

 

Рис.3.20. 

Обратное столкновение - это столкновение, в котороемолекула B вступает с 

относительной скоростью g;   12, являющейсяконечной в прямом 
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столкновении, но происходящее в той жеплоскости и с тем же прицельным 

расстоянием (рис.3.21). 

ОБРАТНОЕ СТОЛКНОВЕНИЕ 

 

Рис.3.21. 

Таккак угол поворота  определяется величиной модуля g12 иприцельным 

параметромb, то такое обратное столкновение дает в результате скорость g12 

(первоначальную скорость прямого столкновения). В случае молекул - 

твердых сфер угол поворота  не зависит от относительной скорости (только 

в «мягких» потенциальных полях глубина захода частиц в эти поля зависит от 

кинетической энергии сталкивающихся частиц). Это значительно упрощает 

задачу определения зависимости (b) в случае столкновения упругихшаров. 

Чтобы определить (b), начертим положение молекул -сфер в момент 

столкновения (рис.3.22). 
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МОМЕНТ СТОЛКНОВЕНИЯ МОЛЕКУЛ - ТВЕРДЫХ СФЕР 

 

Рис.3.22. 

Здесь п - угол падения, для упругих сфер угол падения равенуглу отражения 

(п = о). 

Из рис.3.22 очевидны следующие соотношения: 
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. (3.107) 

Для других потенциалов взаимодействия функции (b, g12)имеют более 

сложный вид, обычно не выражаемый аналитически. Нодля того, чтобы 

понять суть кинетических теорий вполнедостаточно использования модели 

твердых сфер, которую мы вдальнейшем, в основном, и будем применять. 

Обычно предсказания значений кинетических коэффициентовпри 

использовании модели твердых сфер отличаются отэкспериментальных 

значений в пределах 10%. 
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3.2.2.5. Вывод выражений для функции рассеяния 

парногостолкновения. 

Таким образом, приведенное выше рассмотрение столкновенияпоказывает, 

что вероятность перехода w(i, j  ;  i, ;  j) можетбыть упрощена путем 

выбора системы координат, такой, что i = 0. 

Все скорости в системе, связанной с i-ой частицей, будемобозначать через : 

  =  – i. 

Относительная скорость gji = j – i = j не меняет своегозначения при такой 

замене системы координат. Тогда вероятностьперехода w(i, j  ;  i; ;  j) в 

новой системе отсчета можнозаписать как w(gji  ;  i; ;  j). Закон 

сохранения импульса в этойсистеме координат будет выглядеть следующим 

образом: 

  m m m m m m m mj j j ji i i j j i i ji j j j i ji                   g g g0 , 

        j i ji j ji i j i
iM M m m m M
m

m
g g , ,0

0

. (3.108) 

Вектор относительнойскорости в результате столкновения поворачивает на 

угол  и не меняет своего модуля. Это соответствует следующей связи 

указанных векторов (см. рис.3.23). 

ПОВОРОТ ВЕКТОРА ОТНОСИТЕЛЬНОЙ СКОРОСТИ 

 

Рис.3.23. 

В соответствии с рисунком искомый вектор g ji  можно определить по 

формуле: 

   g g nji ji jigcos sin  . (3.109) 
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Здесь n - единичный вектор, перпендикулярный вектору gji илежащий в 

плоскости траектории частицы. 

Подставляя (3.109) в (3.108), получим: 

     j i ji i ji j jiM M g Mg n gcos sin  . (3.110) 

Нетрудно также найти и скорость i-той частицы послестолкновения: 

 
 

    

             

     

 i j ji i ji j ji ji j ji ji

j ji ji ji j ji ji

M M M

M g M g

g g g g g g

g g n g ncos sin cos sin .   1
 (3.111) 

Учитывая, что w(gji  ;  i; ;  j) будет равна 0, если тольконе будут 

выполнены закон сохранения импульса и законсохранения энергии (g gji ji  ), 

можно записать: 
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 (3.112) 

Левая часть (3.112) является, вообще говоря, функцией 9переменных. Однако 

для центрально-симметричного взаимодействиярезультат не может зависеть 

от направления вектора gji (2переменных). Из шести координат векторов  i , 

 i  четыреопределяются -функциями. Поэтому в качестве 

независимыхаргументов у функции  w g gji ji ji, g  осталось 9-2-

4=3переменных. Множитель g ji
2

 находится из условия нормировки. 

Если вернуться в лабораторную систему координат, тополучим: 
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(3.113) 

В (3.112) учли, что  i не является независимой величиной(см. (3.111)). 

Вместо  i  удобно воспользоваться , однако модуль этого вектора задается 

второй-функцией, и независимой остается только величина g ji jig  -

единичный вектор направления скорости, определяемый угламисферической 

системы координат  и  (см. рис.3.19 - 3.20). 



220 

 

От азимутального угла  зависит только местоположениеплоскости 

траектории частиц, на перераспределение импульса этакоордината не влияет, 

поэтому можно считать, что w = w(gji, ). 

Учитывая, что 

  w d dji i j i jg        ,  (3.114) 

представляет собой вероятность частицам после столкновенияпопасть в 

интервалы скоростей d di j    и тот факт, что 

 d d g d d dgi ji ji ji      g
2 sin    , 

проинтегрируем (3.114) по всем  j и g ji . Результат такогоинтегрирования 

будет иметь физический смысл вероятностирассеяния частицы, обладающей 

модулем скорости относительногодвижения gji, в интервал углов d d 

(аргумент у -функциисоответствует (3.108)): 
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 (3.115) 

Но с другой стороны, вероятность попасть в интервал угловdd задается 

отношением соответствующей площади bdbd кплощади сечения 

столкновения ij, поэтому 

  w g d d
bdbd

ji

ij

, sin .   



 . (3.116) 

В соответствии с рис.3.19 величина  для твердых сферопределяется 

формулой: 

  ij

i jd d












2

2
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Дифференцируя связь между b и  для твердых сфер (3.107) 

 db
d d di j




2 2 2
sin

 
, 

найдем выражение для правой части (3.116): 

 
bdbd d d d d d d

d d
ij ij

i j i j

 

   


  

 


1

2 2 2 2 2

1

4
cos sin sin . (3.117) 

Подставляя (3.117) в (3.116), будем иметь: 

  w g d d d dij , , sin sin    


  
1

4
, 

  w gij , , 



1

4
. 

Этот результат соответствует сферической симметриирассеяния (равной 

вероятности рассеяния в любой телесный угол)для твердых сфер. 

3.2.3. Функция рассеяния газовых молекул на поверхноститвердых тел. 

3.2.3.1. Физические механизмы рассеяния газа на твердомтеле. 

Последовательное рассмотрение этой задачи требует заданияпотенциалов 

взаимодействия атомов твердого тела друг с другом, атомов твердого тела с 

газовыми атомами и атомов газа друг сдругом. При этом в области границы 

фаз каждый атом газапопадает в потенциальную яму W(z), которая 

получаетсясуммированием энергии притяжения атома газа со стороны 

всехатомов твердого тела. Плотность частиц газовой фазы в этой ямеnw будет 

связана с плотностью частиц в объеме газабольцмановским множителем 

eW / kT: 

 nw = n eW / kT. (3.118) 

Явление повышения плотности газа вблизи границы фаз называют 

адсорбцией, а частицы, находящиеся в потенциальнойяме W(z), называют 

адсорбированными. 

Чтобы лучше представить себе проблему определения функциирассеяния на 

поверхности: рассмотрим основные этапы движенияатома газа, налетающего 

на твердое тело. При подлете кповерхности сначала подключаются 

сравнительнодальнодействующие силы притяжения между атомом газа и 

атомамитвердого тела. На поверхности появится некоторая выпуклость, 

обусловленная силами притяжения атомов твердого тела кналетающему 

газовому атому. Дальнейшее сближение приводит кподключению сил 
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отталкивания, обусловленных обменнымвзаимодействием электронных 

оболочек атома газа и практическиодного атома твердого тела, который 

непосредственновоспринимает этот удар. Однако энергия, которую получает 

атомтвердого тела - мишень, в силу упругой связи с остальнымиатомами, 

начинает рассасываться по решетке твердого тела.Более того, количество 

энергии, которое забирает на себя притаком столкновении атом-мишень, как 

правило, не соответствуетэнергии отдачи свободного (несвязанного) атома 

такой же массы.Эффективная масса атома-мишени за счет связи с другими 

атомамиувеличивается. Если энергетические потери атома газа при 

такомстолкновении превышают его первоначальную кинетическуюэнергию, 

то атом газа становится связанным в потенциальной ямеW(z), или, как 

говорят, переходит в адсорбированное состояние. 

На рис.3.24 показана кинетическая энергия Ek налетающегоатома вдали от 

поверхности. Попадая в поле притяжения, атомгаза разгоняется до 

кинетической энергии возбужденияEвоз = Ek  – W0. Если потеря этой энергии 

при непосредственномстолкновении Eвоз превышает Ek, то атом не сможет 

оторватьсяот поверхности. Он отразится от потенциального барьера, 

сновастолкнется с атомом твердого тела, потеряет еще часть энергиии, как 

правило, при дальнейших колебаниях в потенциальной ямеприходит в 

тепловое равновесие с твердым телом. Вся энергиявозбуждения при этом 

рассасывается по всему твердому телу доравновесного уровня, 

соответствующего температуре твердоготела. Однако врезультате 

хаотического перераспределения тепловой энергии по частицам существует 

вероятность преодоления поверхностного барьера, определяемая множителем 

Больцмана e
W kT0 . Обозначим через 0 период колебания атома газа, 

находящегося в потенциальной яме, а через  - среднее время его пребывания 

в адсорбированном состоянии. Тогда вероятность преодоления 

энергетического барьера величиной W0 при однократномстолкновении с ним 

будет равна 

 



0 0


e
W kT

. (3.119) 
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ИЗМЕНЕНИЕ ЭНЕРГИИ АТОМА ПРИ СТОЛКНОВЕНИИ С ПОВЕРХНОСТЬЮ 

 

Рис.3.24. 

Число атомов адсорбированного газа, приходящихся наплощадь к 

поверхности, приблизительно равно 

 nw r0. (3.120) 

Здесь nw = n exp(W0/kT) - объемная плотность газовых частиц 

впотенциальной яме глубиной W0, r0 - ширина этой ямы, а n -плотность 

свободных (несвязанных) газовых частиц. 

Введем поверхностную плотность адсорбированных атомов: 

 n
n r

n rw
w  




0

0 , (3.121) 

которая ограничена, естественно, числом атомов газа, которыесмогут 

разместиться на поверхности в виде конденсированногомонослоя (или 

нескольких слоев). Плотность атомов газа вмонослое обозначим через n 0, 

тогда доля  занятой поверхностиможет быть определена как отношение 

поверхностной плотности кмаксимальной в монослое: 
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Если   1, то при взаимодействии атома газа с твердымтелом можно 

пренебречь влиянием остальных атомов газа. 

Из приведенной характеристики столкновения атома газа ствердым телом 

видно, что это типичная задача N + M частиц, находящихся в неравновесном 

состоянии (M-число атомов твердоготела, Т-число атомов газа). Строгое 

описание поведения атомовгаза на поверхности твердого тела на уровне тех 

эффектов, которые описаны выше в качественном 

(неколичественном)изложении, еще не получено, хотя первые успешные 

попыткиразработки этой проблемы на статистическом уровне 

описаниясделаны. 

3.2.3.2. Понятие функции (ядра) рассеяния атомов газа наповерхности 

твердых тел. 

Существенное упрощение рассматриваемая задача получит вслучае 

обеспечения малой доли занятой поверхности (  1).Тогда достаточно 

рассматривать задачу M + 1 частицы, так какрезультат рассеяния частицы 

перестает зависеть от плотностигаза. В дальнейшем мы будем говорить 

именно о такой ситуации. 

Одночастичная функция распределения газовых молекул болееили менее 

равномерно «размазана» по физическому пространству, поэтому так же, как 

при рассмотрении столкновения газовыхчастиц друг с другом, нас не будет 

интересовать прицельноерасстояние по отношению к определенному атому 

твердого тела.Тогда задача рассеяния, даже если она сформулирована 

всоответствии с законами классической механики, теряет 

свойдетерминистический характер. Нас будет интересовать ядрорассеяния - 

функция R(  ), определенная так, что 

 R(  )d, 

представляет собой вероятность того, что газовая молекула, имеющая 

скорость  до столкновения с поверхностью, после негоприобретет скорость 

в интервале    + d. 

Для расчета R(  ) обычно используют предположение отом, что время 

релаксации энергетического возбуждения втвердом теле, связанного с ударом 

газовой молекулы, считаетсямалым по сравнению со временем между двумя 
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столкновениямичастицы газа с частицами твердого тела 

(например,временемодного колебания 0). Это обеспечивается тем, что 

скоростьзвука в твердом теле (т.е. скорость рассасывания 

возбуждения)обычно много больше скорости газовой молекулы. В этом 

случаекаждое новое столкновение газовой молекулы с молекуламитвердого 

тела при ее колебаниях в поверхностной потенциальнойяме происходит с 

равновесным твердым телом. 

Если ядро рассеяния известно, то по известной функциираспределения 

молекул, падающих на поверхность, можно найтифункцию распределения 

молекул, покидающих ее. 

Действительно, запишем число соударений с поверхностью, приходящихся 

на единицу площади за единицу времени, длямолекул со скоростью в 

интервале от  до  + d: 

 |n| f(r, )d, (3.123) 

где n - единичный вектор нормали к поверхности. 

Умножая (3.123) на вероятность после столкновения иметьскорость в 

единичном интервале возле скорости , т.е. наR(  ), получим число 

молекул в единичном интервале вблизи , вылетающих за единицу времени с 

единицы площади и имеющих достолкновения скорость от  до  + d. 

Интегрируя по всемскоростям падающих молекул, получим число молекул в 

единичноминтервале возле , вылетающих с единицы поверхности за 

единицувремени: 

            
 

n r n r
n n

f R f d, ,
  

    
0 0

. (3.124) 

Выражение (3.124) используется в качестве граничного условия для функции 

распределения f(r, ). 

Если функция распределения молекул, падающих наповерхность, равна 

|n| f(r, ) = NW( – 0), т.е. представляетсобой моноэнергетический пучок, 

то (3.124) перепишется в виде: 

 
 

 


  0

,
R

N

f

W

r
n . (3.125) 

Здесь NW - число молекул, падающих на единицу площадиповерхности за 

единицу времени. 
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Таким образом, ядро рассеяния на поверхности можнопредставлять себе как 

функцию распределения молекул, летящихот стенки после отражения 

моноэнергетического пучка. 

Графическое представление ядер рассеяния такое же, как уфункции 

распределения. Однако не надо забывать, что R(  )есть функция шести 

переменных. Угловая зависимость от скоростипосле столкновения может 

быть изображена для фиксированнойскорости до столкновения следующим 

образом (см. рис.3.25). 

Нарисованная фигура представляет собой некоторуюзамкнутую поверхность 

в трехмерном пространстве скорости -геометрическое место концов векторов, 

длина которыхпропорциональна R(  ). Если ядро рассеяния 

пропорциональномаксвеллиану, то есть 

  
 

WN

f
R




,0 r
n , 

то угловое распределение R(  ) будет представлять собойсферу, 

касающуюся поверхности (см. рис.3.25). 

ЯДРО РАССЕЯНИЯ 

 

Рис.3.25. 

3.2.3.3. Основные свойства ядер рассеяния 

В соответствии с физическим смыслом интеграл от функциирассеяния по 

всем скоростям после рассеяния должен даватьвероятность достоверного 

события (т.е. 1): 
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   1  dR . (3.126) 

Аналогично функции рассеяния атомов газа друг на друге, функция 

рассеяния на поверхности должна удовлетворять соотношению взаимности: 

          RfRf 00 nn , (3.127) 

 (n > 0, n < 0). 

Это соотношение также является следствием инвариантностизаконов 

механики частиц относительно обращения знака времени. Физический смысл 

соотношения (3.127) - детальный баланс в равновесном состоянии: число 

переходов за счет столкновения с поверхностью из d в d должно быть 

равно числу обратных переходов из d в d (см. рис.3.26). 

ДЕТАЛЬНЫЙ БАЛАНС 

 

Рис.3.26. 

Если проинтегрировать (3.127) по , то получаем важное следствие 

соотношения взаимности (при учете (3.124), (3.126)): 

             000 fdRffdfR nnnn   .(3.128) 

Из (3.128) следует, что действие ядра рассеяния намаксвеллиан падающих на 

поверхность молекул приводит кмаксвелловской функции распределения 

отраженных частиц.Физически это отвечает тому, что ядро рассеяния 

корректноописывает результат взаимодействия газовых частиц, находящихсяв 

равновесии с твердым телом. Взаимодействие с поверхностьюприближает 

произвольную функцию распределения газа кравновесной с температурой 

твердого тела. Если функцияраспределения падающих частиц уже 

равновесная, то болееравновесной ее сделать нельзя, и после взаимодействия 

ствердым телом эта функция остается неизменной. 
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Другими словами, столкновения со стенками максвеллизуютфункцию 

распределения газовых молекул, производят энтропию вгазовой подсистеме. 

3.2.3.4. Модели ядер рассеяния. 

Попытки найти теоретические выражения ядер рассеяния изпервых 

принципов на основе задания гамильтонианавзаимодействия газ-твердое тело 

наталкиваются на большиетрудности. Чтобы упростить задачу, находят 

иерархию временрелаксации происходящих в данный системе процессов. 

Затемопределяют эволюцию системы в масштабе самых больших 

временрелаксации, пренебрегая детализацией поведения частиц на 

малыхвременах. В применении к взаимодействию газовой молекулы 

ствердым телом можно выделить следующие характерные временапроцессов: 

1. Время релаксации (рассасывания) энергетическоговозмущения, 

производимого газовой молекулой в твердом теле, можно найти по формуле 

 
т

т
c

a
 , 

где a - шаг решетки, cт - скорость звука в твердом теле. 

2. Время пребывания газовой молекулы в областипотенциальной ямы в 

случае рассеяния без захвата в связанноесостояние: 

 
t

г

r


 0 , 

где r0 - ширина поверхностной потенциальной ямы. 

3. Период колебания атома газа в связанном состоянии: 

 
 тt T

r


 0

0  , 

где Tт - температура твердого тела. 

4. Время жизни в адсорбированном состоянии: 

 тkTW

a e 0

0  . 

Как правило, выполняются следующие соотношения междувременами: 

 a  0 ~ r  т. 

Первая модель упрощенного описания взаимодействия газовой молекулы с 

поверхностью была предложена гениальным Максвеллом. Все судьбы 
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газовых частиц были разделены им на две возможности: (1) - взаимодействие 

с твердым телом без захвата в связанное состояние: (2) - взаимодействие с 

захватом. Считалось, что все захваченные поверхностью молекулы приходят 

в тепловое равновесие с ней и затем испаряются в соответствии с 

максвелловской функцией распределения. Для взаимодействия без захвата 

была предложена модель зеркального отражения (угол падения равен углу 

отражения; нормаль, падающий и отраженныйлучи находятся в одной 

плоскости, см. рис.3.27). 

МОДЕЛЬ ЗЕРКАЛЬНОГО ОТРАЖЕНИЯ 

 

Рис.3.27. 

На языке ядер рассеяния модель зеркального отражения записывается через 

-функцию Дирака: 

 Rз(  ) = ( – R). (3.129) 

Здесь через R обозначен вектор, зеркальный по отношениюк . 

В соответствии с рис.3.27 

 R =  + 2n|n|. (3.130) 

Однако нужно сказать, что предположение о зеркальности несоответствует 

нашему анализу иерархии времен релаксации. Этопредположение отвечало 

бы действительному положению дел, еслибы время пребывания газовой 
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молекулы в области поверхностногослоя было бы очень мало, меньше 

времени релаксации возмущенияв твердом теле. Эксперимент показывает, 

что существует широкийдиапазон условий, когда зеркальность не имеет 

места. Вчастности, даже когда созданы условия, при которых нетпередачи 

энергии при столкновении, реальная шероховатаяструктура поверхности 

будет нарушать зеркальность рассеяния.Молекула вблизи поверхности 

попадает в область случайных силпритяжения и отталкивания, 

обусловленных тепловым движениематомов твердого тела. Это случайное 

поле сил хаотизируетраспределение газовых молекул по скоростям. Вклад в 

этухаотизацию могут давать и жесткие столкновения на днеповерхностного 

слоя, обусловленные обменным взаимодействиемэлектронных оболочек 

атомов газа и твердого тела. 

Более адекватной действительному поведению газовыхмолекул, не 

переходящих в адсорбированное состояние, являетсямодель, предложенная 

через 100 лет К. Черчиньяни и М. Лампис(1971г.). Для расчета ядра 

рассеяния R(  ) эти авторыиспользовали предположение о том, что 

время релаксацииэнергетического возбуждения в твердом теле т мало по 

сравнению со временем между двумя столкновениями частицы газа с 

атомами твердого тела г = 0. Это обеспечивается тем, чтоскорость звука в 

твердом теле примерно на порядок превышаетскорость газовой молекулы при 

комнатной температуре. В этомслучае каждое новое столкновение газовой 

молекулы с молекуламитвердого тела при ее движении в районе поверхности 

происходитс равновесным твердым телом. Это предположение позволило 

дляописания функции распределения газовых частиц в поверхностномслое 

воспользоваться уравнением Фоккера-Планка, котороевыведено для описания 

случайного блуждания броуновской частицыв физическом пространстве и 

пространстве скорости. Решениеэтой проблемы выходит за рамки нашего 

курса, однако наминтересен полученный результат для ядра рассеяния: 
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.(3.131) 

Здесь n - проекция вектора  на нормаль к поверхности, авектор t =  –

 nn - двумерный вектор, являющийся проекциейвектора  на плоскость 

поверхности, T - температура твердоготела, а параметр t равен: 

 tr

t e
 02

1


 . (3.132) 

Черчиньяни рассматривал приповерхностную область силтолщиной r0, в 

которой длина свободного пробега по отношению кдействию хаотических 

сил, параллельных поверхности, со стороныатомов твердого тела 
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принималась равной t. Из (3.132) видно, что 0 < t < 1, когда t изменяется от 

 до 0. Хотя в этом выводеиспользовалась модель движения, в котором 

твердое тело вкаждом новом столкновении «забывает» информацию о 

предыдущихсоударениях, но газовые частицы, описываемые 

уравнениемФоккера-Планка, «помнят» об импульсе до столкновения 

приконечном t и конечном числе свободных пробегов за времяпребывания 

возле поверхности. Это проявляется в формулах(3.131, 3.132), где 2r0/t - дает 

нам число длин свободногопробега, укладывающихся на среднем пути 

молекулы вповерхностном слое. Когда t < 1, то ядро рассеяния зависит 

отскорости  до столкновения. В пределе t = 1 из (3.131)получаем ядро, не 

зависящее от скорости  (ядро без «памяти»). Это ядро рассеяния и было 

предложено в свое времяМаксвеллом. 

Для вылетающих после захвата в адсорбированное состояниечастиц ядро 

рассеяния имеет вид: 
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. (3.133) 

Это ядро соответствует максвелловской функции распределениямолекул, 

летящих с поверхности. Оно вполне удовлетворительноописывает 

взаимодействие частиц газа с твердым телом приналичии конденсации. В 

таком случае молекула газа за время a проходит столь большой путь (  t), 

что она приходит втепловое равновесие с твердым телом и затем испаряется 

всоответствии с максвелловской функцией распределения. 

Если ввести вероятность конденсации c (т.е. вероятностьзахвата газовой 

молекулы в связанное состояние) и вероятностьзеркального отображения з, 

то можно построить ядро рассеяния, более полно учитывающее различные 

возможности поведениягазовой частицы, путем суперпозиции ядер (3.129), 

(3.131), (3.133): 

 R = зRз + сRм + (1 – з – с)Rч. (3.134) 

Если з + с = 1, то получаем известное максвелловскоезеркально-диффузное 

ядро рассеяния R = (1 – )Rз + Rм, где  -доля диффузного отражения. 

Знание функций рассеяния атомов газа друг на друге и настенках позволяет 

составить уравнение баланса частиц, которомудолжна удовлетворять их 

функция распределения по скоростям.Это уравнение носит название 

уравнения Больцмана в честь егосоздателя. 
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 3.3. Кинетическое уравнение Больцмана. 

3.3.1. Трудности решения одночастичного уравненияЛиувилля. Переход 

к статистическому описанию. 

Уравнение Лиувилля было получено для одночастичнойфункции 

распределения в предположении достаточнойразреженности газа: 

 0



d

df

md

df

dt

df F

r
. (3.135) 

Это уравнение носит механический (не статистический)характер, оно 

обратимо. Физический смысл уравнения: функцияраспределения вдоль 

траектории движения частиц, обладающихскоростью , остается постоянной. 

Здесь сила F включает в себявсе силы, как внешние, так и силы со стороны 

газовых частицили частиц твердого тела, ограничивающего газ. 

Основная трудность практического использования (3.135)состоит в том, что 

не выписаны явным образом силы воздействияна молекулы, обладающие 

скоростью , со стороны другихмолекул. При этом уравнение (3.135) 

соответствует N уравненияммеханики движения частиц и для расчета силы F 

требуется знаниетраекторий всех N частиц. Такая задача 

практическиневыполнима. Некоторого упрощения естественно ожидать 

наоснове статистических соображений. Действительно, придостаточно 

большом числе частиц траектории так запутаны ихаотичны, что на 

характерных расстояниях < 10d (10 размеровмолекулы) распределение частиц 

по физическому пространствупрактически равномерное. Такое 

предположение об однородностираспределения снимает проблему точного 

расчета траекторийналетающих молекул. Это предположение носит название 

гипотезымолекулярного хаоса. 

Уравнение (3.135) подразумевает знание аргумента rфункции f с 

погрешностью ~ 0.01d и менее. Сместив на такоерасстояние частицу, мы 

будем иметь заметное искажениетраектории, это уже будет другая судьба 

частицы. 

Такое очень точное и подробное распределение f содержитмного излишней 

информации. Больцман предложил отказаться оттакого слежения вдоль 

траектории с учетом всех поворотовчастиц во время столкновений. Не будучи 

связаннымнеобходимостью строгого учета всех траекторий, в 

качествехарактерного размера элемента объема он выбрал размер, 

многобольший d, (а не много меньший d, как в детерминистическойзадаче), 

но меньший длины свободного пробега , или, когда  > R, размер, много 

меньший характерных размеров задачи R (например, диаметра трубы, 
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сосуда). В этом элементе объемавыбирают молекулы, обладающие скоростью 

в интервале d, изатем следят за изменением их числа при движении 

вдольтраектории в течение времени dt. Промежуток времени dtвыбирается 

так, что dt много больше времени столкновения ст(в механической задаче 

dt  ст), но много меньше временисвободного пробега частиц. Поэтому 

почти все выделенныемолекулы за время dt не изменят своей скорости. 

Однаконекоторая их часть, пропорциональная времени dt, будет «выбита» из 

данной группы молекул за счет столкновения сдругими частицами. 

Столкновения окружающих частиц могутпривести к появлению в данном 

движущемся физическом элементеобъема частиц, обладающих выделенной 

скоростью . Такиечастицы пополнят число избранных молекул. 

Приравнивая разностьфункции распределения в моменты времени t и t + dt к 

разностичисла приходов и уходов частиц из числа выделенных, 

можнополучить искомое уравнение баланса частиц. 

Таким образом можно перечислить основные отличиястатистического 

(больцмановского) рассмотрения отдетерминистического (механического) 

подхода: 

1. Переход к более грубому масштабу в физическомпространстве, что 

позволяет подсчитывать число столкновений вэлементе объема. 

2. Переход к более грубому масштабу во времени. Этимдостигается то, что за 

время dt происходит число столкновений, значительно превышающее 

единицу. 

3. Замена задачи предсказания траекторий настатистическую задачу подсчета 

числа частиц в рассматриваемомэлементе фазового пространства и 

изменения этого числа врезультате множества столкновений в этом элементе. 

4. Использование гипотезы молекулярного хаоса о равнойвероятности найти 

частицу в любом месте рассматриваемогоэлемента физического 

пространства. 

Сравните эти пункты перехода от механической задачи кстатистической с 

тем, что мы делаем, когда строим предсказаниявыпадения «орла» или 

«решки» при бросании монеты. Вместоразбора подробностей и деталей 

поведения монеты в одном актебросания, переходим к задаче подсчета 

большого числа актовбросания и делаем заключение, что нет причин для 

того, чтобывероятности выпадения «орла» или «решки» отличались. 

Нетрудновидеть целый ряд общих черт перехода от детерминистическихзадач 

к статистическим. 
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На этих отличиях механической задачи от статистическойследует 

останавливаться столь подробно из-за того, чторезультаты этих подходов 

оказываются существенно различными.Уравнение, получаемое на основе 

статистического подхода, вотличие от уравнений механики, являются 

существеннонеобратимыми, они отличают прошедшее от будущего. 

3.3.2. Вывод уравнения Больцмана. 

После этих вводных замечаний перейдем к непосредственномувыводу 

системы уравнений Больцмана для смеси газов. Рассмотримизменение 

функции распределения fi(r, i, t) вдоль траекториидвижения частиц сорта i, 

обладающих скоростью в интервалеi  i + di. При наличии внешней силы 

Fi траектория может бытькриволинейной. Выберем элемент объема 

физического пространствавозле точки M с радиус-вектором r (см. рис.3.28). 

Из всехчастиц этого объема выделим те, которые в момент времени t 

обладают скоростью в интервале i  i + di. Элемент объемаудобно 

представлять в виде цилиндра с образующей, параллельнойскорости i. 

КРИВОЛИНЕЙНАЯ ТРАЕКТОРИЯ 

 

Рис.3.28. 

За время dt выделенные атомы пройдут вдоль траекториидвижения путь 

r = r – r = idt, изменят свою скорость на величинуi = i –

 i = aidt = Fi/midt и окажутся в цилиндре возле точки M. Здесьai - ускорение 

частицы сорта i. Полагая, что функция распределения fi(r, i, t) задана, 

найдем изменение числа выделенных частиц, произошедшее за время dt. Для 
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этого подсчитаем разность числа выделенных частиц в элементарных 

объемах возле точек MиM: 

      iiiiiiii ddtfdttdtdtfdN  rrar ,,,,  . (3.136) 

Разлагая в ряд Тейлора первый член в скобке (3.136), легко получить: 
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Теперь необходимо найти изменение числа выделенных частицdNi, 

ориентируясь на подсчет чисел столкновений частиц на ихпути MM. Этот 

подсчет начнем с выделения из всех окружающихполевых частиц тех, 

которые имеют один сорт j и обладаютскоростью в интервале j  j + dj. 

Подсчет числа столкновенийудобно вести, перейдя в систему координат, 

связанную счастицами, имеющими скорость i. Эти частицы будут выступать 

вкачестве мишени. Рассмотрим одну такую частицу-мишень, котораядля 

частиц сорта j, обладающих относительной скоростьюgji = j – i, 

представляет собой преграду с площадью сечения ij (см. рис.3.29). 

СТОЛКНОВЕНИЕ С МИШЕНЬЮ 

 

Рис.3.29. 

Тогда число столкновений за время dt с мишенью будетравно числу частиц в 

цилиндре с образующей gijdt 

 fj(r, j, t)djijgijdt. (3.138) 

Для всех выделенных частиц сорта i число столкновений свыделенными 

молекулами сорта j, очевидно, равно 

 fi(r, i, t)drdi fj(r, j, t)ijgijdjdt. (3.139) 

Для того, чтобы подсчитать эффект выбиванияатомов-мишеней, 

обусловленный всеми полевыми частицами сортаj, необходимо 

проинтегрировать (3.139) по всем возможнымскоростям j: 
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 rrr ,,,, . (3.140) 

Для симметричности конечной записи интеграла столкновенийвыражение 

(3.140) умножают на единицу, выраженную черезнормировку функции 

рассеяния: 

   1,,  
 
i j

jijiji ddw
 

 . (3.141) 

Так как скорости после столкновения не присутствуют вкачестве аргументов 

в (3.140), то это выражение можнопереписать в виде: 

       dtdddddgtftfwdN ijijijijjjiijijiij

j i j


  

rrr  
 

  ,,,,,, .(3.142) 

Чтобы найти уход выделенных частиц сорта i за счетстолкновений с 

частицами всех сортов, необходимо (3.142)просуммировать по всем j: 

 
 

j

iji dNdN . (3.143) 

Приход частиц сорта i в число выделенных можетпроисходить за счет 

столкновений полевых частиц друг с другом, если одна из них является 

молекулой сорта i. Подсчитаем приходза счет ij столкновений. При этом 

заметим, что каждомустолкновению с переходом jiji   ,, соответствует 

обратноестолкновение jiji  ,,  . Вероятности прямых и 

обратныхпереходов равны (см. (3.102)), а модуль относительной скоростипри 

столкновениях частиц не изменяется. Рассматривая такиеобратные 

столкновения, нетрудно получить, что их число будет, определяться 

выражением, аналогичным (3.139): 

     dtdddgtftf jiijijjjii   rrr ,,,, . (3.144) 

Выражение (3.144) дает число обратных столкновенийчастиц, имеющих 

скорости в интервалах idи jd  в элементе dr за время dt. Чтобы получить 

приход от этих столкновений вчисло выделенных частиц, надо умножить 

(3.144) на вероятностьперехода   jijiji ddw  ,,  и проинтегрировать 

по всемскоростям j: 

       ijiijijjjiijijij dtddddgtftfwd

j




  rrr ,,,, . (3.145) 

Выражение (3.145) описывает приход частиц в число выделенныхза время dt 

после столкновения полевых частиц со скоростями винтервалах id , jd . 
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Чтобы получить приход от всевозможных ij столкновений, необходимо 

(3.145) проинтегрировать по всемскоростям i  и j : 

       dtdddddgffwdN

i j j

jijiijijjjiijijiij   
 

 
  

 r . (3.146) 

Выражение для ухода частиц (3.142) и их прихода (3.146)легко объединяются 

и с учетом (3.102) дают результирующееизменение числа выделенных частиц 

сорта i в элементе dr завремя dt за счет ij столкновений: 

             
 







i j j

ijjiijijjijijjiijjii

ijijij

dtdddddgwffff

dNdNdN

  

 r (3.147) 

В научной литературе вместо  iif  ,  jjf  ,  iif  ,  jjf   принято 

записывать просто if  , jf  , fi, fj. Выражение(3.147) представляет собой не что 

иное, как интегралстолкновений Больцмана. Подставляя в (3.147) конкретный 

вид w, учитывающий в явной форме законы сохранения энергии и 

импульса(3.113) и снимая интегрирование, связанное с -функциямиДирака, 

будем иметь: 

 

          

  dtdddddggw

ffffdN
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  (3.148) 

В соответствии с (3.110) и (3.111) скорости послестолкновения можно 

представлять в виде: 

      sincos1, jijijijiii gM ngg   , 

     jijjijiiijiij MgM gngg   sincos,  . 

Результирующий эффект столкновений с частицами всехсортов получается 

суммированием (3.147, 3.148) по всем сортам: 

 
j

ijdNdN . 

Приравнивая изменение числа выделенных частиц за время dt, подсчитанные 

через производные от заданной функции fi(r, i, t) (3.137) и найденное путем 

подсчета числа столкновений (3.147, 3.148) и сокращая на drdidt, получим 

искомые уравнениядля одночастичной функции распределения, основанные 

на 

выражениях (3.148) и (3.147), соответственно: 
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Уравнение (3.149) называется уравнением Больцмана. Онобыло составлено 

в 1872 году и в течение более 40 летподвергалось критике с механистических 

позиций. Трагедия былав том, что в течение всей последующей жизни 

Больцману неудалось, а он опубликовал это уравнение 28-и лет от роду, найти 

пути его решения. В 60 лет он покончил жизньсамоубийством. Через 12 лет 

после его смерти были опубликованыработы, в которых удалось на основе 

этого уравнения вычислитькинетические коэффициенты и предсказать 

явление термодиффузии. 

Для замкнутости постановки задачи отыскания функциираспределения к 

интегро-дифференциальному уравнению (3.149)требуются граничные 

условия. Они задаются с помощью ядеррассеяния газовых молекул на 

поверхности R(): 

      
00

,,


 
nn

r


 drfRf wnwn . (3.151) 

Здесь rw - радиус-вектор точек поверхности твердого тела, ограничивающего 

газ. 

3.3.3. Условия применимости уравнения Больцмана. 

При выводе уравнения Больцмана несколько раз используетсяусловие 

разреженности, означающее, что длина свободногопробега  должна быть 

много больше диаметра молекул d (или, точнее, характерного линейного 

размера сечения взаимодействиямолекул). Во-первых, выбор элементов dr, dt 

подразумеваетразреженность, иначе нельзя было бы удовлетворить 

неравенствам d3  |dr|  3,ст  dt  



, которые лежат в основе 

подсчетачисла столкновений. Во-вторых, при расчете числа 

столкновенийучитывались только парные столкновения. Вероятность 

обнаружитьчастицу в объеме порядка d3 (d - размер молекулы) 

изпредоставленного ей среднего объема 1/n составляет d3n  d/.Вероятность 

застать 2 частицы в объеме ~ d3 (только тогдапроизойдет их взаимодействие), 

очевидно, есть произведение 
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вероятности для отдельных частиц, т.е. (в т) : вероятность 

 

 

 

 

тройного столкновения ~ (d3n)3. Таким образом, пренебрегатьтройными 

столкновениями можно только тогда, когда 


d
  1. 

В-третьих, вероятность застать две частицы в пределахрадиуса их 

взаимодействия определяется, строгоговоря, двухчастичной функцией 

распределения. Мы же фактическивоспользовались для подсчета таких 

вероятностей произведениемодночастичных функций распределения, 

молчаливо предполагая, что вероятности независимы. Такая независимость 

функцийраспределения молекул до столкновения приближенно 

выполняетсятолько для достаточно разреженных систем. Дело в том, что 

еслидве частицы, столкнувшись один раз и неся информацию обимпульсах и 

энергии друг друга, могут через несколькостолкновений опять встретиться, 

не полностью «забыв» информацию о предыдущей их встрече, то о 

независимостиуказанных вероятностей говорить уже нельзя. 
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КОРРЕЛЯЦИЯ ЧАСТИЦ 

 

Рис.3.30. 

Малая вероятностькорреляции импульсов сталкивающихся частиц 

обеспечивается как раз разреженностью среды. Когда разлетевшиеся частицы 

сталкиваются с другими и при этом приобретают возможность повторной 

встречи, то, очевидно, вероятность такой встречи зависит от среднего 

расстояния, на которое удаляются частицы от места своего последнего 

столкновения, т.е.  (см. рис.3.30).Вероятность такой повторной встречи 

пропорциональна телесномууглу  ~ d2/2, т.е. опять играет роль параметр 

разреженности. 

Таким образом, если разреженность обеспечена, тоуравнение Больцмана 

должно хорошо «работать». Оно можетописывать самые разнообразные 

ситуации с разреженными газами: моноскоростные молекулярные пучки 

(когда все молекулы летят содной и той же скоростью  без столкновений 

друг с другом), любые по величине градиенты температур, воздействие 

звукалюбых частот, ударные волны любых амплитуд, разлет молекул 

ввакууме и т.д. 

3.3.4. Число микросостояний N-частичной газовой системыи его 

стремление к максимальному значению дляфункций распределения, 

удовлетворяющих уравнениюБольцмана. 

Пусть заданы функции распределения газовой смесиfj(r, j, t). Разобьем 

объем газа V и пространство скоростей надостаточно большое число 
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элементов (r, j) таких, что впределах элемента фазового пространства 

находилось быдостаточно большое количество как частиц, так и 

состоянийодночастичной задачи. С другой стороны, будем считать, что 

впределах элемента фазового объема вероятность того, чтосостояние занято, 

является одинаковой (такая вероятность будетразлична только при заметной 

неоднородности плотности частиц впределах фазового элемента). В этом 

случае удается рассчитатьчисло состояний N-частичной подсистемы сначала 

в каждом такомэлементе, а затем и во всей системе (см. п.2.3.7). 

Логарифмэтого числа состояний есть энтропия, для плотности которойбыло 

получено следующее выражение: 

    
   

j jjj

jjj
tfm

e
tfdts

,,2
ln,,,

3



r

rr


. (3.152) 

Из общих физических соображений, подтверждаемых опытом, ясно, что в 

замкнутой системе, предоставленной самой себе, стечением времени число 

состояний может только расти до техпор, пока не реализуются самые 

вероятные состояния. Путемвариаций энергетического распределения частиц 

было найденотакое распределение: которое отвечает наиболее 

вероятномуравновесному макросостоянию системы. Это распределение -

максвеллиан. Благодаря выводу уравнения Больцмана у наспоявляется 

теоретический аппарат, благодаря которому можнонепосредственно следить 

за развитием числа состояний вовремени и скоростью приближения к 

равновесию, осуществляемогочерез столкновения частиц. 

Но прежде всего необходимо убедиться, что, во-первых, уравнение 

Больцмана действительно в качестве одного из своихрешений имеет 

максвеллиан, а, во-вторых, что величинаэнтропии, выраженная через 

функции fj(r, j, t), которыеявляются решением системы уравнений 

Больцмана для замкнутойсистемы, на самом деле есть неубывающая 

величина. 
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3.3.4.1. Абсолютный максвеллиан как решение уравненияБольцмана. 

Для проведения указанных выше доказательств наиболееудобно использовать 

уравнение Больцмана в обобщенной форме(3.150): 
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.(3.153) 

Подставляя в (3.153) абсолютный максвеллиан для Fi = 0видим, что левая 

часть обращается в нуль, так как f0(i) независит от t и r, а в правой части 

подынтегральное выражение вскобках даст: 

 



























 






kT

m

kT

m

kT

m

kT

m jjiijjii

ee
2222

2222 

, 

что обращается в нуль в силу закона сохранения энергии. Такимобразом, 

действительно, абсолютный максвеллиан являетсярешением уравнения 

(3.153). 

3.3.4.2. Замечательное свойство моментов интеграластолкновений. 

Для того, чтобы доказать, что энтропия в замкнутойсистеме, описываемой 

уравнением Больцмана, не убывает вовремени, рассмотрим вначале одно 

интересное свойство моментовинтеграла столкновений. Введем обозначение 

для интегралаij-столкновений: 

        
 



i j j

jjiijijjijijijiiij dddgwffffJ
  

  . (3.154) 

Заметим, что Jij является функцией (r, j, t). Поэтому, также как для функций 

распределения fi(r, j, t), удобнойвеличиной, сокращающей информацию, 

является момент интеграластолкновений: 

  
i

iiiijij dJM


 , (3.155) 

где i(i) - произвольные функции скорости молекул. Это, вчастности, могут 

быть масса молекулы mi, ее импульс mii, энергия 22

iim  и др. Эти функции 

называют молекулярнымипризнаками. 

Выберем два произвольных значения скорости молекул i-гокомпонента i и 

i . Без ограничения общности можно сказать, что скорость i  может быть 
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получена в результате столкновениямолекулы со скоростью i с молекулой j-

го компонента. 

В дополнение к интегралу столкновений Jij(i), даваемоговыражением 

(3.154), рассмотрим интеграл столкновений длявторого фиксированного 

значения скорости i : 

        




i j j

jjiijijjijijijiiij dddgwffffJ
  

  . (3.156) 

Запишем теперь выражения для моментов от интегралов(3.154) и (3.156) с 

молекулярными признаками i(i) и  ii  : 

        
 



i i j j

jijiijijjijijijiiiij ddddgwffffM
   

   (3.157) 

        
 



i i j j

jijiijijjijijijiiiij ddddgwffffM
   

   (3.158) 

Так как все переменные в интеграле (3.158) «немые» (повсем ведется 

интегрирование), то можно провести взаимнуюзамену переменных ii   , 

jj   без изменения величины ijM  .Но такая замена делает (3.157) и 

(3.158) тождественными, и, следовательно, 

 ijij MM  . (3.159) 

Складывая теперь (3.157) и (3.158) и деля на два, получим: 

        
 



i i j j

jijiijijjijijijiiiij ddddgwffffM
   

 
2

1
(3.160) 

Здесь учли соотношение взаимности (3.102) и то, что ijij gg  . Повторяя такие 

же операции для моментов от интеграловстолкновений, являющимися 

функциями скорости молекул j-тогокомпонента Jij(j) и  jijJ  , нетрудно 

получить: 

        
 



i i j j

jijiijijjijijijijjji ddddgwffffM
   

 
2

1
(3.161) 

Если просуммировать (3.160) и (3.161) по всем i и j, то вкаждую сумму 

войдут моменты от всех интегралов, входящих всистему уравнений 

Больцмана с одним и тем же перечнеммолекулярных признаков  ii   . 

Поэтому очевидно следующееравенство: 
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Производя суммирование по i и j выражений (3.160) и(3.161), а затем 

складывая их друг с другом и деля на два, получим: 
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. (3.163) 

Если мы имеем дело с одним компонентом, то из всей суммыостается только 

один член ii, но в обозначениях для (3.163)надо будет вводить следующие 

индексы: i1, j2, указывающие наотнесение характеристики к первой или 

второй молекуле, участвующей в столкновении, т.е. 

          212112212121212121
4

1
 ddddgwffffM  .(3.164) 

Если в качестве молекулярного признака  выбираются такназываемые 

сумматорные инварианты столкновений m, m, m 2/2, для которых 

справедливы законы сохранения, то (3.163, 3.164)обращаются в 0. Это легко 

понять, исходя из физического смысламомента интеграла столкновений. 

Например, для одноатомного газа интеграл столкновенийJ = J+ – J– 

представляет собой число частиц, приходящих (J+) визбранный интервал 

скорости за минусом уходящих (J–) из него вединице объема за единицу 

времени. 

Интегрирование J+() по всем скоростям дает число частицпосле рассеяния, 

поступивших во всевозможные интервалыскорости , а соответствующая 

операция с J–() дает числочастиц, вступающих в реакцию рассеяния со 

всевозможнымискоростями. Так как число частиц в результате столкновения 

неменяется, то каждая из вышеупомянутых величин будет даватьчисло 

столкновений молекул газа в единице объема за единицувремени, а их 

разность будет обращаться в нуль. 

Если перед интегрированием J+ и J– умножить намолекулярный признак, то 

физическим смыслом M+() и M–() (см.(3.155)) будет количество 

молекулярного признака, поступающегово всевозможные скорости  после 

рассеяния и количествомолекулярного признака, которые приносят молекулы 

вступающие вреакцию рассеяния, соответственно, в единице объема за 

единицувремени. Если эти количества признака вступающих в реакцию 

ивыходящих из нее молекул одинаковы для каждого столкновения, то они 



245 

 

должны быть одинаковы и для суммы всех столкновений вединице объема в 

единицу времени. 

3.3.4.3. Теорема о неотрицательности производстваэнтропии за счет 

столкновений газ-газ. 

Теперь попытаемся доказать, что энтропия замкнутойсистемы (или, иначе 

говоря, число микросостояний N-частичнойсистемы) не может уменьшаться 

со временем. Чтобы обеспечитьзамкнутость, рассмотрим единичный объем 

однородной системы бездействия внешних сил. В однородной системе все 

потокиобращаются в нуль и поэтому такую систему можно 

считатьзамкнутой. В этом случае функции распределения 

компонентовгазовой смеси fi не зависят от координат, и уравнениеБольцмана 

записывается в виде: 
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  (3.165) 

Найдем производную по времени от энтропии смеси (3.152): 
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В замкнутой системе s/t есть не что иное, как плотностьпроизводства 

энтропии. Подставляя в (3.166) вместо fi/t егозначение из (3.165), будем 

иметь: 
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  . (3.167) 

Здесь в качестве молекулярного признака выступает величина 

  ii fm
3

2ln   , но в соответствии с (3.163) сумму (3.167) можно выразить 

через интеграл от разности сумм молекулярных признаков после и до 

столкновения: 
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 (3.168) 

Таким образом, подставляя (3.168) в (3.167), имеем: 
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Так как величина типа  x y
x

y
 ln  - неотрицательна при любомзначении x и y, 

то, очевидно, значение правой части(3.169) неотрицательно, т.е. 
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0  (3.170) 

Это доказательство впервые было проведено Больцманом, и, так как для 

энтропии, взятой с обратным знаком, он использовалобозначение H, то с тех 

пор утверждение (3.170) носит названиеH-теоремы Больцмана. 

Легко понять физический смысл выражения для производстваэнтропии 

(3.167). Например, для однокомпонентного газа: 
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 (3.171) 

И, поэтому,  есть не что иное, как суммарное по всемстолкновениям (в 

единице объема и за единицу времени)изменение молекулярного признака 

ln
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m
f









  в результате этихстолкновений. Но 
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  - это размер 

квантовомеханическойячейки фазового пространства, 
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  - число 

частиц, приходящееся на эту ячейку. Для разреженного газа эта 

величинамного меньше 1, поэтому можно считать, что
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f









  - 

этовероятность того, что элементарная ячейка, относящаяся кзаданному 

объему фазового пространства, является занятой. Этавероятность определяет 

число состояний N-частичной системы, а ln e
m

f
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в соответствии с 

(2.62), (3.152) - это вклад вэнтропию, приходящуюся на одну частицу с 
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радиус-вектором r искоростью . Следовательно, производство энтропии 

естьсуммарное по всем столкновениям в единице объема за единицувремени 

изменение вклада в энтропию каждой частицы за счетперехода   . 

3.3.4.4. Теорема о неотрицательности производстваэнтропии за счет 

столкновений газ-поверхность. 

Для того, чтобы доказать неотрицательность производстваэнтропии, 

обусловленного столкновениями молекул газа споверхностью, рассмотрим 

баланс энтропии в тонком слое, включающем в себя фазовую границу 

(рис.3.31). Толщина этогослоя подбирается так, чтобы она была много 

больше размераатома, но много меньше длины свободного пробега. 

Пусть s и есть энтропия и производство энтропии наединицу площади 

данного слоя. Уравнение баланса энтропии имеетвид: 

  
ds

dt
s s s s      j n j n j j nг т г т .  (3.172) 

Здесь jsг, jsт - плотности потоков энтропии в газе и в твердом теле вблизи 

границы фаз, соответственно. 

БАЛАНСЭНТРОПИИ ВБЛИЗИ ФАЗОВОЙ ГРАНИЦЫ 

 

Рис.3.31 

Для непроницаемого по отношению к газовым частицам твердого тела 

величина jsт будет обусловлена плотностью потока тепла jqт: 
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Непроницаемость твердого тела позволяет считать потокиэнергии равными 

потокам тепла, поэтому, учитывая вышесказанноев силу закона сохранения 

энергии можно записать, что jqт = jqг. 

Для стационарного случая имеем: 
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.  (3.173) 

Результирующий газовый перенос энтропии и энергии черезверхнюю 

границу слоя будет определяться через разностьсоответствующих потоков на 

стенку и от нее: 
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Учитывая, что 

 ln ln ,
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 (3.175) 

и условие непроницаемости 

    d f d f     
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0 0

,  (3.176) 

на основе (3.174) можно получить: 
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Чтобы показать, что разность (3.177) неотрицательна, рассмотрим 

подынтегральное выражение второго члена (3.177), деленного на f0, с учетом 

граничного условия (3.124): 
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(3.178) 

Интеграл из (3.178) 
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можно рассматривать как среднее значение величиныf()/f0(), рассчитанное 

с весом 
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который нормируется на 1 в связи со свойством ядра оставлятьмаксвеллиан 

без изменения (3.128). Поэтому (3.178) можнопереписать в следующем виде: 
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  (3.179) 

где С - обозначение функции xln(x). 
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ФУНКЦИЯ    C x x x ln  

 

Рис.3.32 

График этой функции имеет вид, показанный на рис.3.32. Т.е. видно, что C(x) 

есть функция выпуклая вниз, т.к. вся кривая лежит над любой касательной к 

ней. Для таких функций справедливо неравенство: 

    C x C x ,  (3.180) 

если среднее определяется с весом, нормированным на 1. 

Например, если в качестве C() взять 2, а нормированнуювесовую функцию 

выбрать в виде f0()/n, то неравенство (3.180)будет соответствовать тому, что 

  
2 2 .  

В этом нетрудно убедиться, так как 
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Для нашего случая неравенство (3.180) с учетом(3.178, 3.179) дает: 
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Умножая (3.181) на |n|f0()d и интегрируя в пределахn > 0 с учетом 

нормировки ядра рассеяния R() на единицу, получим: 
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ln ln .  (3.182) 

Сравнивая это выражение с (3.177), нетрудно видеть, чтопроизводство 

энтропии за счет столкновений газовых молекул споверхностью, как и 

следовало ожидать, больше или равно нулю( 0). 

Убедившись, что уравнение Больцмана вместе с граничнымиусловиями 

удовлетворяют основным постулатам неравновеснойтермодинамики, 

перейдем к рассмотрению методов его решения.Первый шаг на пути 

разработки методов решения любого уравнения - это оценочный анализ 

вклада его различных членов. 

3.3.5. Анализ уравнения Больцмана методами теорииразмерностей и 

подобия. 

3.3.5.1. Вывод обезразмеренного уравнения Больцмана. 

Рассмотрим разреженный неравновесный однокомпонентный газв отсутствие 

внешних сил. Функция распределения молекул поскоростям для такого газа 

удовлетворяет уравнению Больцмана: 
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1

, , .  (3.183) 

Здесь ,  и 1, 1  - скорости пары молекул до и послестолкновения, 

соответственно. В качестве характерной длинывозьмем длину свободного 

пробега , характерной скорости -среднюю тепловую скорость t, за 

характерное сечениестолкновений примем 0. Тогда можно ввести 

следующиебезразмерные величины, которые в отличие от размерных 

будемотмечать символом (*): 
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Используя безразмерные переменные: уравнение (3.183)можно переписать в 

виде: 
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Здесь учитываем, что вероятность перехода wd d 1 1 винтервалы скоростей 

d d 1 1  есть безразмерная величина, нормированная на 1. Так как



1

0n
, то 

обезразмеренноеуравнение имеет такой же вид, как и уравнение 

(3.183)(отсутствуют параметры подобия): 
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 (3.184) 

Уравнение (3.184) показывает, что производная от функциираспределения по 

траектории для фиксированной скорости *равна разности прихода частиц в 

число избранных (обладающихскоростью в интервале (*  * + d*) и ухода 

из этого числа засчет столкновений. Приход обусловлен столкновениями 

частиц соскоростями 1 , 1, такие частицы будем называть 

полевыми.Проведенное обезразмеривание переменных приводит к тому, 

чтоf*,  * *g ,  *  являются величинами порядка 1. Следует отметить, что в 

сильно неравновесных ситуациях f*(r*, *, t*) может бытьзаключена между 0 и 

величиной ~ 1 в зависимости от значенияаргументов (некоторые области 

значений аргументов могут быть «пустыми»). Примером сильной 

неравновесности может служитьстационарный молекулярный пучок с 

фиксированной скоростью 0, поступающий в вакуумный объем. 

Рассмотрим типичные неравновесные ситуации, задаваясьцелью определить 

с помощью (3.184) характерный масштабрасстояний, на которых заметно 

изменяется функцияраспределения. 

3.3.5.2. Большие отклонения от равновесия. 

Пусть моноскоростной стационарный (f */t* = 0)молекулярный пучок 

плотностью n поступает в неограниченныйобъем с равновесным газом того 

же сорта плотностью n0. Если n0  n, то величина ( f f1 1

* *
), связанная с числом 

столкновенийполевых молекул, будет пропорциональнаn n0

2 2
, и 

этойвеличиной в (3.184) можно пренебрегать. Функцию f *() можновынести 

из-под знака интеграла, а интеграл 

   


 f g d wd d* * * *

*

   


1 1

11

 

будет иметь порядок n0/n. Тогда (3.184) дает: 
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Найдем характерное расстояние r, на котором f *изменяется на свою 

величину (т.е. изменение f * ~ f *): 
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Если плотность полевых молекул n0 приближается кплотности частиц в пучке 

n, то характерное расстояние, накотором значительно изменяется функция 

распределения, становится величиной порядка длины свободного пробега . 

Впротивном случае |r| может неограниченно увеличиваться (|r|   при 

n  0). 

3.3.5.3. Малые отклонения от равновесия. 

Рассмотрим газ, равновесное состояние которого слабовозмущено. Например, 

газ заключен в некоторый объем, температура стенок которого является 

функцией координат, причем  T T Tr  0 0 1 . Для простоты опять будем 

полагать, что нет явной зависимости функции распределения от времени(

 f t* *  0). При малых отклонениях от равновесия функцияраспределения 

представима в виде: 

 f f f f f* * * * *, , 0 0    

где  f 0
*
 - локальномаксвелловская функция распределения. 

Разность произведений функций распределения в (3.184) вэтом случае можно 

записать в виде: 
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 (3.185) 

Но первая скобка правой части (3.185) при подстановке винтеграл 

столкновений (3.184) зануляет его, а вторая и третьяскобки позволяют 

оценить интеграл столкновений как величинупорядка f * (учтено, что f 01
*
, 

f 01
*
, f 0

*
, f0 1* ~ ,   f f f f01 01 0 0

* * * *
, а также нет причины близости значений 

слагаемых во второй итретьей скобках правой части (3.185)). Таким образом, 

подстановка (3.185) в (3.184) дает следующую оценку порядкавеличин: 
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Возвращаясь к размерным переменным, вместо (3.186) будемиметь: 

 


 

f f f

r


 0 ,  (3.187) 

где введено время релаксации функции распределения   / t
. 

Уравнение (3.187) показывает, что для фиксированнойскорости  отклонение 

функции распределения f(r, ) отмаксвеллиана f0 пропорционально 

производной от f(r, ) вдольтраектории движения молекул со скоростью . 

Уравнение типа (3.187) носит название релаксационногоуравнения или 

релаксационной модели уравнения Больцмана. Частоэту модель называют 

уравнением Бхатнагара-Гросса-Крука (илисокращенно уравнением БГК) в 

честь авторов, которые впервые в1954 году применили эту модель. 

Замена истинного интеграла столкновений (3.184) егомоделью (3.187) 

значительно упрощает решение кинетическихзадач. Когда требуется 

одновременный учет столкновений атомовдруг с другом и со стенками 

(промежуточные числа Кнудсена) всовременной научной литературе 

применяются почти исключительномодельные уравнения. 

3.3.5.4. Условия, при которых в уравнении Больцманавозникает малый 

параметр. 

Рассмотрим неравновесное состояние газа в задаче схарактерным размером L. 

В этом случае величина L позволяетопределить производную в (3.186) 

следующим способом: 

 
   

 

f f L f

L

*

*
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,
r


 0

 

где f *(L) и f *(0) значения функции на траектории движениямолекул со 

скоростью  в точках, отстоящих друг от друга нарасстояние ~L. 

Тогда вместо (3.186) имеем: 

     f f f
L
f L f* * * * * .   0 0


 (3.188) 

Таким образом, отклонение функции распределения отмаксвеллиана 

пропорционально числу Кнудсена /L и характернойразности функций 
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распределения (f *(L) – f *(0)). Последняязадается внешними условиями: 

скоростью обтекания, различиемтемпературы тела и газа и т.д. Даже если 

максимальнаяразность (f *(L) – f *(0)) имеет порядок 1 (т.е. наибольшее 

своезначение), то отклонение функции распределения отмаксвелловской в 

каждой точке области течения может быть многоменьше единицы благодаря 

малости числа Кнудсена. 

Оценка (3.188) лежит в основе исторически первого методарешения 

уравнения Больцмана, предложенного в 1916 годуЧепменом и, независимо, 

Энскогом. Метод развит для течений ввязком режиме (Kn  1) и 

соответствует постановке задачи влокальной неравновесной термодинамике. 

Малость числа Кнудсенапозволяет область течения размером L разбить на 

малые частиразмером L  r  , в каждой из которых газ находится почти 

вравновесном состоянии с заданной локальномаксвелловскойфункцией 

распределения. Основная задача метода - получение изуравнения Больцмана 

системы уравнений механики сплошной средыс явными выражениями для 

коэффициентов переноса локальнойнеравновесной термодинамики D, , , 

характеризующихсоответственно диффузию, вязкость и теплопроводность. 

Всоответствии с идеей квазиравновесия в элементе объемаграничные 

условия для функции распределения не принимаются вовнимание. 

Однако по мере разрежения газа и роста  методЧепмена-Энскога, 

основанный на малости функции возмущения f *, перестает работать, так 

как в соответствии с (3.188) при  ~ Lf * может стать ~ 1, а столкновения с 

поверхностью могутприобрести решающую роль. 

В разреженной среде, когда L ~ , малость отклонения отравновесия (f * – f0
*) 

можно обеспечить только за счет уменьшениямаксимальной разности 

функций распределения (f *(L) – f *(0)), (например, на краях области 

определения). При такой постановкезадачи, в частности, можно рассчитать 

кинетические коэффициентымакроскопической неравновесной 

термодинамики, например, такбыли найдены кинетические коэффициенты 

для отверстия всвободномолекулярном режиме. 

Еще один случай возникновения малого параметра вуравнении Больцмана 

связан с задачами, в которых областьопределения имеет два различных по 

порядку величиныхарактерных размера, например, труба длиной L и радиуса 

R, причем R  L. Длина свободного пробега молекул газа в такихсистемах  

по мере разрежения стремится к величине 2R. Тогда всоответствии с (3.188): 

     f f f
R

L
f L f* * * * * .   0 0  
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Таким образом, в этом случае снова имеем возможностьсуществования 

малых возмущений f *, несмотря на большую (~1)разность функций 

распределения на концах области определенияпри произвольных числах 

Кнудсена. 

Разработка методов решений уравнения Больцмана и егомоделей для 

описания движения газов в длинных каналах припроизвольных числах 

Кнудсена, принимающих в расчет малость f * и граничные условия для 

функции распределения на боковойповерхности канала началась в 60-х годах 

с работ К. Черчиньянии продолжает интенсивно развиваться в настоящее 

время. Спомощью таких методов можно рассчитывать 

кинетическиекоэффициенты макролокальной неравновесной термодинамики 

переносагазов в каналах. 

Рассмотрим теперь методы решения уравнения Больцмана, основанные на 

строгой кинетической теории. 

3.4. Кинетические коэффициенты локальной неравновеснойтермодинамики 

(расчет методом Чепмена-Энскога). 

3.4.1. Общая характеристика метода. 

Метод Чепмена-Энскога можно рассматривать каккинетическое обоснование 

локальной неравновесной термодинамикив применении к разреженным 

газам. Метод должен дать выражениядля кинетических коэффициентов 

феноменологических соотношений(2.156-2.157). Поэтому в постановку 

задачи, естественно, входят те же ограничения, на которых основана 

локальнаянеравновесная термодинамика. 

Основная идея заключается в следующем. В условиях, когдаразмер системы 

L много больше длины свободного пробега  молекул в газе, всю 

неравновесную систему можно разбить наячейки, размером   r  L и 

считать, что в каждой ячейкенаступило равновесие с некоторой температурой 

T, химическимипотенциалами компонентов i и средней массовой скоростью 

0.Однако эти равновесные характеристики могут быть различнымидля 

разных ячеек системы. Из всего неравновесного процессатакой метод 

рассматривает только последнюю, наиболее медленнуюстадию - 

выравнивание T, i и 0 по пространству системы.Начальная стадия процесса, 

которая связана с установлениемквазиравновесия в каждой ячейке и 

имеющая порядок временирелаксации /t, не рассматривается в этом 

методе, хотя самоуравнение Больцмана такого ограничения не имеет. 
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В соответствии с предположением о квазиравновесии будемполагать, что 

газовые молекулы k-того компонента в каждойячейке имеют функцию 

распределения, близкую клокальномаксвелловской функции: 
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 (3.189) 

Параметры nk, T, 0 определяют равновесное значениеэнтропии в ячейке и 

считаются равновесными. Вообще говоря, этипараметры являются 

моментами искомой функции распределения, которую можно представить в 

виде: 

       f t f tk k k k k k kr r, , , , , .   0 1 1    (3.190) 

В связи с идеей квазиравновесности принимают, что nk, T, 0 полностью 

определяются локальномаксвелловской функцией, амалая добавка f0kk не 

дает вклада в эти параметры: 

 n f d f dk k k k k   0 ,  (3.191) 

     0 0  m f d m f dk k k k

k

k k k k

k

,  (3.192) 

    
3
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1

2

1

2
0

2

0

2

0nkT m f d m f dk k k k

k

k k k k

k

          ,  (3.193) 

интегралы (3.191-3.193) от f0kk равны 0. 

В соответствии с (3.191-3.193) считается, что k = k(k), а зависимость от 

координат и времени входит в величину fk и вопределяемые с ее помощью 

потоки тепла, диффузии и импульсатолько через параметры nk(r, t), T(r, t), 

0(r, t). Инымисловами, кинетическая задача в методе Чепмена-Энскога 

ставитсятак: необходимо найти выражение для потоков тепла, 

диффузионныхпотоков и тензора напряжений, если поле температур, 

парциальных плотностей и среднемассовой скорости задано, и, 

следовательно, известны градиенты этих параметров в любойточке 

неравновесного газа. 

Чтобы найти неизвестную функцию возмущения k(k), вуравнение 

Больцмана (или его модель) подставляется функцияраспределения в виде 

(3.190). В соответствии с проведеннымиоценками (3.188) левая часть 

уравнения Больцмана содержитмалый параметр Kn. Поэтому, пренебрегая 
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членами, пропорциональными kKn в левой части, и членами порядка  k
2
 - 

вправой (аналогично (3.185)), можно записать: 
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 (3.194) 

Здесь использовано выражение для подынтегральной скобки(3.185). 

Уравнение (3.194) совместно с (3.191-3.193) однозначноопределяет k(k). 

Заметим, что (3.194) не содержитпространственных и временных 

производных от искомой функциивозмущения и поэтому не возникает 

проблемы постановкиначальных и граничных условий. 

После получения решения в первой итерации повышеописанному алгоритму, 

процедуру можно повторить, но уже сучетом полученной в первой итерации 

поправки 
   k k

1
  в левойчасти уравнения. Тогда путем решения уравнения 

Больцмана мыполучим поправку второго приближения. Итерации можно 

повторятьсколько угодно раз, а решение в этом случае представимо ввиде: 

 
        f f f f fk k k k k k k       0

1 2

0

1 2
1   . (3.195) 

Но уже первая итерация, соответствующая линейнойнеравновесной 

термодинамике, дает вполне удовлетворительныерезультаты. Для получения 

выражений кинетическихкоэффициентов, найденная функция возмущения 

подставляется вопределения потоков тепла, импульса и числа частиц(3.86, 

3.87, 3.89). Для того, чтобы разобрать алгоритмЧепмена-Энскога более 

подробно, получим сначала законысохранения числа частиц, энергии и 

импульса, исходя изуравнения Больцмана. 

3.4.2. Уравнения переноса произвольного молекулярногопризнака. 

Рассмотрим газовую смесь из K компонентов. Функцияраспределения 

молекул k-того сорта удовлетворяет уравнениюБольцмана: 
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Умножим (3.196) на произвольную функцию скорости k = k(k) 

ипроинтегрируем по пространству скоростей: 
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Каждое слагаемое левой части рассмотрим отдельно: 
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 (3.199) 

В следующем выражении учтем, что сила Fk зависит толькоот r и t, но не 

зависит от скорости молекул: 

 








  k

k

k

k

k

k
ki

k

k
k

ki

ki kj kj

im

f
d

F

m

f
d d d

F


   ,  (3.200) 

где i, j, j не равны друг другу. 

Беря интеграл (3.200) по частям, получим: 
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 . (3.201) 

Ограничимся такими k(k), для которых kfk  0 при k  .Так как 

равновесная функция пропорциональна  exp k
2

 (то есть очень быстро 

стремится к 0 с ростом k), то такоепредположение оставляет набор 

возможных молекулярных признаковочень широким. 

Учитывая, что kfk  0 при ki  , получим: 
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Собирая все преобразованные члены (3.198), (3.199), (3.202), будем иметь: 
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Для дальнейшего анализа представляет интерес уравнениепереноса 

молекулярного признака для всей газовой смеси, которое следует из (3.203) 

после суммирования по всемзначениям k: 
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 (3.204) 

Здесь использовано соотношение (3.163) для суммы моментовот интегралов 

столкновений. 

На основе уравнения переноса произвольного молекулярногопризнака 

получим законы сохранения для сумматорныхинвариантов. 

3.4.3. Уравнение сохранения числа молекул и массы газа 

Уравнение сохранения числа молекул сорта k следует из(3.203), если 

положить k = 1. В этом случае правая часть (3.203) обращается в нуль 

согласно (3.160). Таким образом, получаем: 

 




n

t
nk
k k div u 0.  (3.205) 

что соответствует полученному ранее выражению (2.114). 

Уравнение сохранения числа молекул для всей смесиполучается либо 

суммированием (3.205) по всем k, либо из(3.204), если для всех k положить 

k = 1: 
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t
n div 0.  (3.206) 

Уравнение сохранения массы k-того компонента смесиследует из (3.203) 

приk = mk: 

 
 


k
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t
 div u 0.  (3.207) 

Суммируя (3.207) по k получим закон сохранения массы смеси: 

 
 




t
 div 0 0.  (3.208) 

что, как и следовало ожидать, соответствует выражению (2.117). 
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3.4.4. Закон сохранения импульса. 

В (3.204) положим k = mkki и рассмотрим левую часть этогоуравнения 

почленно: 
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Здесь использованы определения среднемассовой скорости(3.93) и тензора 

давлений смеси (3.95). 
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    .  

Учитывая, что правая часть (3.204) обращается в нуль, исобирая 

рассмотренные выше члены этого уравнения, имеем: 
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Здесь и далее по повторяющимся индексам i, j идетсуммирование. 

Преобразуем полученное уравнение. С учетом(3.208) имеем: 
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Тензор напряжений представим в виде: 

 Pij = pij + ij. 

Тогда уравнение сохранения импульса (3.209) перепишется ввиде, 

соответствующем (2.123): 
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3.4.5. Закон сохранения энергии. 

Уравнение сохранения энергии следует из (3.204) при  k km 2 2 . 

Рассмотрим каждый член получаемого таким образом выражения: 
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Здесь использовано определение температуры смеси газов (2.110), (3.85). 

В дальнейших преобразованиях удобно использовать обозначение 

 Vk k   0 . 

Следует отметить, что 

   k k

k

k k

k

k k

k

V      0.  

Последующий член (3.204) принимает вид: 
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Применяя определения температуры (2.110), (3.85), тензоранапряжений (3.95) 

и плотности потока тепла (3.96), далееполучим: 
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Последний член левой части (3.204) можно преобразоватьследующим 

образом: 
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Учитывая, что правая часть (3.204) для  k km 2 2обращается в нуль, имеем: 
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 (3.211) 

Уравнение (3.210) умножим на 0i и перенесем все члены в левую часть: 
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Затем вычтем (3.212) из (3.211): 
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Выделим производные по температуре: 
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Заметим, что сумму вторых членов этих уравнений можнопреобразовать к 

виду: 
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Окончательно получим следующее уравнение, соответствующее(2.137): 
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       div div .j j F j  (3.214) 

Физический смысл уравнения (3.214): изменение внутреннейэнергии газа 

u nkT
3

2
при движении элемента объема со скоростью0 обусловлено 

потоком тепла через границу элемента, диссипативными вязкими эффектами, 

диффузионным переносом теплачерез границу, а также действием внешних 

сил. 

Таким образом, для определения (4N + 10) искомых функций(температура T, 

N парциальных плотностей k, 3 компонентасреднемассовой скорости 0, 3 

компонента вектора плотноститеплового потока, 6 компонентов 

симметричного тензоранапряжений Pij, (3N – 3) компонентов диффузионных 

скоростей)имеем (N + 5) независимых уравнений: 

 N уравнений сохранения массы (3.207); 

 3 уравнения сохранения импульса (3.210); 

 уравнение сохранения энергии (3.214); 

 уравнение состояния p = nkT. 

Следовательно, система уравнений не замкнута. (3N + 5) 

уравненийнеобходимо получить с помощью системы уравнений Больцмана, 

(3N – 3) компонентов векторов плотности диффузионных потоков jk, 

3компонента вектора плотности потока тепла и 5 независимыхкомпонентов 

тензора давлений Pij (
1

3
P p nkTii

i

   ). 

3.4.6. Уравнения Эйлера. 

Вернемся к уравнению (3.194) метода Чепмена-Энскога.Преобразуем левую 

часть, подставляя в нее явный вид функциираспределения f0k (3.189). 

Рассмотрим первый член левой частиуравнения (3.194): 
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. (3.215) 

В методе Чепмена-Энскога производные по временивычисляются на основе 

законов сохранения, соответствующихприближению fk = f0k. Такое 

предположение в соответствии сопределениями (3.94), (3.96) для jk, jq 

обращает эти плотностипотоков в нуль, а тензор напряжений (3.95) в 

единичныйтензор, умноженный на давление: 

 Pij = ij p. (3.216) 

На основе уравнений сохранения (3.205), (3.210), (3.214)с jk, jq = 0 и Pij = ij p 

имеем: 
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Система уравнений (3.217-3.219) впервые была полученаЛ. Эйлером 

феноменологическим путем и носит его имя. Уравнениядвижения (3.217-

3.219) соответствуют модели идеальной жидкости(то есть сплошной среды, 

лишенной вязкости итеплопроводности). Вместе с уравнением состояния эта 

системауравнений является замкнутой. 

3.4.7. Вывод интегральных уравнений для функциивозмущения. 

С учетом (3.217 -3.219) выражение (3.215) можно переписатьв виде 
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 (3.220) 

Далее рассмотрим второй член левой части уравнения (3.194): 
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И, наконец, третий член: 
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. (3.222) 

Теперь складываем (3.220, 3.221, 3.222) для того, чтобыполучить левую часть 

уравнения (3.194): 
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(3.223) 

К полученному выражению прибавим и вычтем из неговеличину: 
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При приведении подобных членов в первом слагаемом (3.223)3/2 заменяется 

на 5/2, а в третьем члене проведем следующиепреобразования с целью 

перехода к производным от p и nk/n = ck: 
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 (3.224) 

Учитывая (3.224), (3.223) можно переписать в виде: 
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где вектор 
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Нетрудно убедиться, что dk
k

  0 , и, следовательно, числонезависимых 

векторов dk на один меньше, чем числокомпонентов. Для бинарной смеси 

d1 = – d2 = d. 

Найдем выражение для d в случае бинарной смеси: 
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 (3.227) 

В случае механического равновесия бинарной смеси, когдаможно пренебречь 

влиянием инерциальных членов уравненияНавье-Стокса (3.210) и считать, 

что тензор вязких напряжений

 0 , будем иметь 

 p = n1F1 + n2F2. (3.228) 

Механическое равновесие не запрещает процесса взаимнойдиффузии, при 

этом вектор d (3.227) преобразуется к виду: 

    d F F F F F F         
n

np
n n n n c c

n n

np

1
1 1 2 2 1 1 2 1 1 1

1 2
2 1  (3.229) 

Для действия гравитационных сил Fk = mkg, и, следовательно: 

 
 

d g  
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p
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1
 .  (3.230) 

Следует обратить внимание на то, что p, входящий в(3.226) представляет 

собой градиент давления уравнений Эйлера(3.218), то есть градиент давления 

идеальной жидкости.Например, в стационарном случае при малых скоростях 
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(впренебрежении нелинейными по скоростям членами) и отсутствиивнешних 

сил p  0. В частности, вектор d не включает p, уравновешивающий 

действие сил трения. 

Вводя обозначение для линеаризованного интеграластолкновений (3.194) 

      L f f w g g d d dkl k l l k l k kl kl kl l

l

         


      0 0 , sin ,


 (3.231) 

можно записать окончательный вид уравнений первого порядкаметода 

Чепмена-Энскога: 
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Уравнение (3.232) является линейным по отношению кфункции возмущения 

равновесия k и к силам, вызывающим этовозмущение: 
1

T

T

xi




, 



0i

jx
 и dki. 

Поэтому можно находить функциювозмущения отдельно для каждой силы, 

остальные полагая равныминулю: 
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  f
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Линейность (3.232) позволяет записать общее решение k ввиде суммы 

решений (3.233 - 3.235): 

    
k k

T

k k

c   .  

3.4.8. Функция возмущения. 

Проведем анализ общих свойств решения уравнения (3.233).Функция  k
T

 

зависит только от Vk, является скалярной величиной, и, очевидно, 

пропорциональна T/T. Так как в постановке задачиотсутствуют какие-либо 

другие вектора, кроме T и Vk, тоединственный способ организации из этих 

векторов скалярнойвеличины - это их скалярное произведение. Поэтому 

неизвестнаяфункция должна быть представима в виде: 
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Совершенно аналогичные рассуждения и выводы следуют изанализа 

уравнения (3.235): 
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k ki kiV V d  2 .  (3.237) 

В соответствии с уравнением (3.234)  
k kV  должна бытьпропорциональна 

всем компонентам производной 0i/xj и в тоже время должна оставаться 

скалярной величиной. Чтобыобеспечить скалярность  
k kV  необходимо из 

компонентов Vk организовать тензор второго ранга, который должен быть, 

крометого, таким же бездивергентным, как и в левой части 

(3.234).Оказывается, такой бездивергентный тензор второго ранга 

изкомпонентов Vk является единственным и имеет форму: 
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Поэтому неизвестную функцию  
k kV  можно представить ввиде: 
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Следует заметить, что неизвестная функция k(Vk) можетвообще говоря, 

содержать слагаемые, не связанные свозмущающими силами. Эти слагаемые 

являются решением однородныхуравнений 

  Lkl
l

  0.  (3.239) 

Как известно, уравнениям типа (3.239) удовлетворяет любаялинейная 

функция сумматорных инвариантов. Однако условия(3.191), согласно 

которым возмущение функции распределенияf0kk не может давать вклада в n, 

T, 0, зануляют слагаемыеподобного типа. 

Таким образом, общий вид неизвестной функции таков: 
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 (3.240) 

Функции модуля скорости  k

T
,  

k ,  k

c
 являются решениямиуравнений 

(3.234, 3.233, 3.235). 
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3.4.9. Макроскопические потоки и коэффициенты переноса. 

3.4.9.1. Диффузионный поток. 

При заданном виде функции возмущения (3.240) можно найтивыражение для 

плотностей потоков тепла, импульса и числачастиц в соответствии с 

определениями этих потоков(3.94 - 3.96). Подставляя (3.240) в определение 

(3.94), получимвыражение для разности скоростей компонентов бинарной 

смеси: 
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Так как вклад функции возмущения в числовую плотность f dk k k0 0   , то 

(3.241) можно переписать, заменяя ki наVki = ki – 0i: 
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или, с учетом выражения (3.240) для k(Vk), будем иметь: 
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(3.243) 

где  k

T k k
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Здесь опущено слагаемое выражения (3.240), которое пропорционально 

тензору второго ранга, так как в этом случае вподинтегральном выражении 

получается нечетная степеньскорости, которая при интегрировании по 

скоростям вбесконечных пределах дает нуль. 

Рассмотрим первый интеграл (3.243), полагая i = x: 
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Слагаемые, пропорциональные нечетным степеням проекцийскорости, будут 

занулять интеграл, поэтому вместо (3.244)можно записать: 
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Другие интегралы (3.243) преобразуются аналогично: 
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 (3.245) 

В соответствии с (3.245) диффузионная скорость совпадает(или 

противоположна) по направлению с градиентом температурыили с 

направлением вектора d. Выражения в квадратных скобкахпредставляют 

собой кинетические коэффициенты термодиффузии  D c cT

12 1 2 и взаимной 

диффузии  D c c12 1 2 . Согласно (3.245)возмущение функции распределения, 

вызываемое градиентомтемпературы, дает вклад не только в перенос тепла, 

но идиффузионную скорость. Это связано с тем, что градиенттемпературы 

является довольно грубым «инструментом» воздействия на функцию 

распределения и, соответственно, интеграл от такой функции не только с 

весом V 2 5

2










V , но и свесом V не обращается в нуль, что порождает 

перекрестныйэффект термодиффузии. 

3.4.9.2. Тепловой поток. 

Плотность потока тепла для бинарной смеси получим, подставляя (3.240) в 

определение этой величины (3.96): 
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 (3.246) 

Рассмотрим первый интеграл правой части (3.246), полагаяi = x: 
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Так как нечетные по V1x слагаемые будут обращать этотинтеграл в нуль, то 

слагаемые, пропорциональные V1y и V1z, можно опустить: 
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Равенство (3.247) позволяет заключить, что направление вектораплотности 

потока тепла, вызываемого градиентом T, совпадает снаправлением этого 

градиента. Производя аналогичныепреобразования со всеми слагаемыми 

(3.246), получим: 
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В локальной термодинамике необратимых процессов (см. (2.142)) плотность 

потока тепла jqi была введена как величина, сопряженная термодинамической 

силеT kT
2

, когда в качестведругой термодинамической силы принимается 

c1. Так как вd1i ~ (с1)i, то ясно, что нам необходимо иметь дело именно с jqi

.Эта величина входит в производство энтропии (2.145), поэтомуименно в 

выражении для jqi , а не для jqi, кинетическиекоэффициенты должны обладать 

свойствами, характерными дляматриц кинетических коэффициентов 

неравновеснойтермодинамики. В соответствии с (2.142) и учитывая 

тождество: 

    V V f d V V f dx

2 2

0

2 2

0

1

3
 V V  ,  

получим: 
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(3.249) 

Сравнивая (3.249) с феноменологическими соотношениями(2.157), нетрудно 

заключить, что выражения в фигурных скобкахсоответствуют кинетическим 

коэффициентам      pk D Tc cT T 1 2 и pD c cT 1 2 . 

Чтобы воспользоваться равенством перекрестныхкоэффициентов, 

необходимо выбирать потоки и силы всоответствии с локальной 

неравновесной термодинамикой(2.156, 2.157): 

 X
T

kT
Xq D 


 

2 1, ,d  

а в качестве диффузионного потока брать величину (u1–u2)n.Применяя эти 

определения, перепишем выражение (3.245) в виде: 

  n u u
kT

T

x

nrTD

c c

nD

c c
di i

i

T

i1 2 2

12

1 2

12

1 2

1

1
   




.  (3.250) 

Следовательно, в (3.250) в качестве перекрестногокинетического 

коэффициента выступает величинаnkTD c cT

12 1 2 , что и принято в (3.249). 

В соответствии с (3.249) можно окончательно записать: 

     j
r

dq

TT p

c c
D



 1 2

12 1. (3.251) 

Тепловой поток смеси может быть вызван не толькоградиентом температуры, 

но и градиентом концентрации (эффектДюфура) или действием внешних сил. 
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3.4.10. Соотношения Онзагера для перекрестныхкоэффициентов. 

В феноменологических соотношениях (2.156, 2.157) равенствоперекрестных 

кинетических коэффициентов LqD и LDq постулировано. На основе 

кинетических теорий оно может бытьдоказано. 

Равенство перекрестных коэффициентов связано со свойствомсимметрии 

моментов линеаризованного интеграла столкновений.Рассмотрим это 

свойство. Для этого запишем линеаризованныйинтеграл столкновений: 

    L f f w g d d dkl k l k l k l kl kl l

l

        


      0 0 sin .


 (3.252) 

Для произвольной функции скорости h(k) можно определитьмомент 

интеграла столкновений, который в дальнейшем будемобозначать с помощью 

квадратной скобки: 

    h h L dk kl k

k l

, .
,

      (3.253) 

Так как такие моменты интеграла столкновений представимыв виде: 
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 (3.254) 

то, очевидно, что 

    h h, , .   (3.255) 

Равенство (3.255) представляет собой искомое свойствосимметрии моментов 

линеаризованного интеграла столкновений. 

Выпишем теперь перекрестный поток из (3.249): 
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 V V . (3.256) 

В дальнейших преобразованиях воспользуемся соотношениями(3.233, 3.235), 

которые перепишем в виде: 
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    , ,  (3.257) 



275 

 

  f
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V L V Vk
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0    , . (3.258) 

Учитывая (3.257), из (3.256) будем иметь: 
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(3.259) 

Учитывая (3.258), вместо первого слагаемого (3.245) легкополучить: 
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 (3.260) 

Анализируя (3.259, 3.260) нетрудно видеть, что слагаемые вфигурных 

скобках этих выражений представляют собойинтегральные скобки (3.253) 

типа 

  V V 'j

c

j

T

1 1 1 1 , и  V ' Vj

T

j

c

1 1 1 1 , , 

которые согласно (3.254, 3.255) равны. 

Это свойство приводит к соотношениям Онзагера.Возможность представить 

интегралы столкновений в виде (3.252)связана с соотношением взаимности 

функции рассеяния  w    1 2 1 2   и, следовательно, имеет первопричиной 

инвариантностьзаконов механики по отношению к смене знака времени. 

3.4.11. Коэффициент теплопроводности однокомпонентногогаза. 

Рассмотрим более подробно методику расчета кинетическихкоэффициентов 

на примере коэффициента теплопроводностиоднокомпонентного газа. В 

соответствии с (3.249) выражение длятеплопроводности однокомпонентного 

газа принимает вид: 
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0 V.  (3.261) 
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Введем безразмерную собственную скорость молекул: 

 c V V u u








  

m

kT2

1

2

, , .    (3.262) 

Тогда (3.261) можно переписать в виде: 
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 (3.263) 

гдеd c dcd dc  2   sin . 

Выражение (3.263) содержит неизвестную функцию (с2), которая может 

быть найдена путем решения уравнения (3.257).Запишем это уравнение более 

подробно, опуская индекс «k» ввидуоднокомпонентности: 
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 (3.264) 

С учетом того, чтоc kT m V2 22  , (3.264) можно переписать ввиде: 
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, sin .c

 (3.265) 

Неизвестная скалярная функция  может быть разложена вряд по полной 

системе ортогональных функций, например, пополиномам Сонина. 

Коэффициенты ряда можно находить, умножая(3.265) на соответствующие 

полиномы и интегрируя потом вполном пространстве скоростей. Однако, как 

показывают подобныерасчеты, если     T T' c c c2 2 25

2
 








 , то 

вполнеудовлетворительные результаты получаются уже при учетенулевого 
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члена разложения T(c2). То есть можно положить, чтоT(c2) = a0 (a0 - 

некоторая константа). Подставляя этотрезультат в (3.263), получим: 
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 (3.266) 

Подставляя   T' c c a2 2
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 в (3.265), умножая (3.265) наc c

2 5
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 и 

интегрируя в пространстве скоростей, получималгебраическое выражение 

для определения константы a0: 
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где A c c c c   
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Рассмотрим сначала интеграл в числителе (3.267): 
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 .(3.268) 

Учитывая свойство момента интеграла столкновений 
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 (3.269) 

знаменатель (3.267) можно переписать в виде: 
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 (3.270) 



278 

 

Скорости молекул после столкновения с и c1  связаны соскоростями до 

столкновения c и c1 законами сохранения импульсаи энергии: 

 c c c c    1 1,  (3.271) 

 c c c c
2

1

2 2

1

2     ,  (3.272) 

Вместо четырех скоростей c, c1, c, c1удобно иметь делос относительными 

скоростями G c c  1и     G c c1  и скоростьюцентра инерции

    c      c c c c1 12 2 . Следует напомнить, чтосохранение энергии 

приводит к неизменности модуляотносительного движения 

 G G  , 

а поворот вектора G относительно G характеризуется углом . 

Выразим подинтегральное выражение (3.270) через G, G иc. Квадратная 

скобка подинтегрального выражения (3.270), благодаря (3.271), может быть 

записана в виде: 

       c c cc c c c2
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2 2
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2 .  (3.273) 

Перемножим левые и правые части (3.271) и (3.272): 
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Прибавим к (3.273) левую часть (3.274) и вычтем правую: 
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 (3.275) 

Преобразуем показатель экспоненты в (3.270) 
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Подставляя (3.275), (3.276) в (3.270), получим: 
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 (3.277) 

Проведем интегрирование по c последовательно для каждогослагаемого в 

фигурной скобке (3.277), замечая, что w(, G) независит от компонентов c. 

Интеграл от первого слагаемогодает: 
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(3.278) 

Здесь ,  - углы сферической системы координат в пространствескоростей, 

определяющие положение вектора c в системекоординат с полярной осью 

вдоль вектора G. 

Второй интеграл является частным случаем (3.278) (G=G): 
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 G .  (3.279) 

Поэтому (3.277) можно переписать в виде: 
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Далее учтем, что G = G, GG = G2 cos, тогда (3.280) дает: 
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Интегрирование по d дает 2, а интегрирование по dG удобно провести в 

сферической системе координат пространстваскоростей G, причем 

зависимости от углов, фиксирующихнаправление G, в подинтегральном 

выражении нет. Поэтому(3.281) будет выглядеть следующим образом: 
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Делая замену переменной g G2 2 2 , G g8 816 , получим: 
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 cos , sin . (3.283) 

Если ввести обозначение: 
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где 

              


l lg w g d 2 1
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cos , sin ,  

то (3.283) будет представлять собой не что иное, как  4 3 2 2 2
 n

,
, 

следовательно, a0 из (3.267) можно записать ввиде: 
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Для модели твердых сфер (w(g,) = (4)-1) транспортноесечение рассеяния l-

го порядка  (l) легко вычислить: 
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 (3.286) 

В частности, при небольших l имеем: 
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Подставляя (3.286) в (3.284), получим: 
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Для расчета коэффициента теплопроводности найдем (2,2): 
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Используя (3.288), на основе (3.285) получим: 

 




 















25

16
2

2

3

75

1281

2

C kT

kT

m

CV
t V ,  (3.289) 

где длина свободного пробега 
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Сравнивая полученное выражение (3.289) с выражением, полученным в 

элементарной кинетической теории 
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Таким образом строгая кинетическая кинетическая теорияпоказывает, что 

среднее расстояние, на котором значительноизменится энергия частиц, равно

  2 2 . В отличие от этого «память» об импульсе сохраняется на 

расстоянии порядка однойдлины свободного пробега (  1  ). 

Алгоритм вычисления других кинетических коэффициентованалогичен 

вышеописанному примеру расчета теплопроводности.Приведем 

окончательные результаты таких вычислений для первогоприближения 

метода Чепмена-Энскога и модели твердых сфер. 

3.4.12. Формулы для кинетических коэффициентов 

локальнойнеравновесной термодинамики в первом 

приближенииметода Чепмена-Энскога. 

3.4.12.1. Коэффициент вязкости однокомпонентного газа. 

Коэффициент вязкости однокомпонентного газа можнозаписать в виде: 
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Фактор Эйкена получим, сравнивая (3.289) и (3.290): 
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что с погрешностью нескольких процентов совпадает с опытнымиданными 

для инертных газов в широком диапазоне температур идавлений. 

3.4.12.2. Коэффициент взаимной диффузии. 

Для бинарной смеси газов несколько более громоздкие вычисления приводят 

к следующей формуле коэффициента взаимной диффузии: 
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,  (3.292) 

где  



m m

m m

m m

m

1 2

1 2

1 2

0

 - приведенная масса, d
d d

12
1 2

2



, di - диаметр 

молекулы i-того компонента. 

Если характеристики компонентов близки (m1= m2,  = m/2, d1d2), то 
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здесь D11 - коэффициент самодиффузии. 

Сравнивая (3.293) и выражение для D11, полученное вэлементарной 

кинетической теории, находим: 

 D t t11
3

2

3

16
 




 ,  

Отсюда 3 3 8 , т.е. длина релаксации концентрации 3 на 

~16%превышает длину релаксации импульса 1. 

Отношение произведения D11 ( - плотность) к вязкости, известное как 

число Шмидта, можно записать так: 

 Sh =
D11
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. (3.294) 

Экспериментальные значения числа Шмидта Sh изменяются вдиапазоне 

1.4  1.5. Расхождения между теорией и экспериментом(20  30%) гораздо 

больше, чем для фактора Эйкена f. Это связанос тем, что в выражения для  и 

 входит один и тот же интегралстолкновений  
2 2,

, а в коэффициент D11 -
 
1 1,

. Отношениеэтих интегралов для твердых сфер равно
   A   
2 2 1 1

5 2
, ,

.Однако для более реалистических моделей 

потенциалавзаимодействия молекул это отношение будет функцией 

параметровпотенциала и температуры. 

Анализируя выражение для коэффициента взаимной диффузииD12 (3.292), 

нетрудно видеть, что этот коэффициент в первомприближении не зависит от 

сечений самостолкновений 11, 22 первого и второго компонентов. 

Оказывается, что в разностьскоростей компонентов дают вклад только 

перекрестныестолкновения, при которых молекулы разных сортов 

меняютсяместами. Обмен одинаковыми частицами не влияет на 

процессвзаимного проникновения компонентов. 

Коэффициент диффузии обратно пропорционален плотностичастиц смеси и 

при постоянном давлении пропорционаленT 3 2 .Эксперимент дает 

зависимостьD T12

1 7~ .
. Это расхождениесвязано с тем, что интеграл 
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столкновений  
1 1,

дляреалистических потенциалов взаимодействия является 

функциейтемпературы. В широком диапазоне температур и 

давленийэксперимент с высокой точностью подтверждает, что nDn = const 

при постоянной температуре, как и следует ожидать всоответствии с 

формулой (3.292). 

3.4.12.3. Коэффициент вязкости бинарной смеси газов. 

Коэффициент вязкости бинарной смеси газов может бытьпредставлен в виде 

суммы парциальных вязкостей компонентов: 

    1 2 ,  (3.295) 
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Здесь 11,22 - вязкости несмешанных (чистых) компонентов, 

 c
n

n n

n

n
i

i i



1 2

.  

Если c1  0, то в числителе (3.297) и знаменателе (3.298)выражений 

парциальной вязкости останется только по одномучлену, в которых c1 

находится в знаменателе, и вязкость смесибудет равна вязкости второго 

компонента. Заметим также, чтовыражение для вязкости не изменится, если 

поменять номеракомпонентов. Проверка выражений для кинетических 

коэффициентовна симметрию относительно смены номеров компонентов 

являетсяхорошим методом контроля их корректности. 

Вязкость смеси, также как и вязкость компонентов, независит от давления. 

3.4.12.4. Коэффициент термодиффузии. 

Коэффициент термодиффузии D
T

12принято представлять в видепроизведения 

коэффициента взаимной диффузии и безразмернойвеличины kT: 

 D D kT

T12 12 .  
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Величину kT называют термодиффузионным отношением. Кроме того, удобно 

иметь дело с термодиффузионным фактором T, определяемым 

соотношением: 

 T
Tk

c c


1 2

.  

Коэффициент kT стремится к нулю при ci  0, а термодиффузионныйфактор 

остается при этом конечной величиной. 

Коэффициент термодиффузии имеет разностный характер, т.е.он зануляется, 

если характеристики компонентов становятсянеразличимыми. Общее 

выражение T слишком громоздко, но, чтобыпоказать разностный характер 

этой величины, приведем простуюформулу для термодиффузионного фактора 

бинарной смеси изотоповв модели твердых сфер: 

 T
m m

m m






105

108

1 2

1 2

.  

Следует иметь в виду, что коэффициент перед относительнойразностью масс 

для более реалистических потенциаловвзаимодействия молекул является 

функцией температуры, котораяможет менять знак. Это говорит об особенно 

большойчувствительности этого коэффициента к потенциальной 

функциивзаимодействия молекул друг с другом. 

3.4.13. О методах измерения кинетических коэффициентовлокальной 

неравновесной термодинамики. 

3.4.13.1. Коэффициент теплопроводности. 

В соответствии с феноменологическими соотношениямикоэффициент 

теплопроводности является коэффициентомпропорциональности между 

плотностью теплового потока и T: 

 j j uq e kT T    
5

2
 . (3.299) 

Обычно измерение коэффициента  проводят в условияхмеханического 

равновесия газа, когда средняя скорость u = 0. Приэтом необходимо не только 

обеспечить отсутствие градиентовдавления, но и создать условия, при 

которых не можетвозникнуть свободное гравитационное движение в газе. В 

такихусловиях нетрудно измерить тепловой поток и T. Например, этоможно 
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сделать в системе трех пластин, одна из которых имеетравномерно 

распределенный источник тепла, а две другихрасполагаются симметрично по 

обе стороны от первой. Системарасполагается в газе заданных параметров (p, 

T) и измеряетсямощность нагревателя и установившаяся разность 

температур.Зная площадь пластин и расстояние между ними, 

нетрудноопределить  по соотношению (3.299). 

Если измерение ведется в смеси газов, то регистрациюразности температур 

необходимо проводить после того, как всистеме установится 

термодиффузионная разность концентрации.После ее установления скорости 

диффузионных потоков занулятсяи плотность потока тепла в газе совпадет с 

плотностью потокаэнергии. В противном случае возникает неопределенность 

взначениях измеряемого коэффициента. 

Для измерения коэффициента теплопроводности в газе широкоприменяется 

коаксиальная геометрия, когда по оси пологоцилиндра устанавливается 

тонкая нагреваемая электрическимтоком проволочка с регистрацией 

мощности нагрева и разноститемператур проволочки и стенки цилиндра. 

Выбор геометрических параметров измерительных ячеекпроизводят так, 

чтобы обеспечить вязкий режим переноса (длинасвободного пробега  много 

меньше самого малого характерногоразмера ячейки R). 

3.4.13.2. Коэффициент вязкости. 

Коэффициент вязкости вводится в соответствии с закономНьютона для 

тензора вязких напряжений: 
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. (3.300) 

Прямое использование этого соотношения в экспериментеявляется очень 

сложным. Трудно измерить как компоненты тензоравязких напряжений, так и 

компоненты тензора градиента вектораскорости потока газа. Поэтому 

практически для измерениякоэффициента  используют решение уравнения 

Навье-Стокса дляситуаций, когда такое решение представимо в 

сравнительнопростом аналитическом виде. Например, можно 

использоватьламинарное вязкое течение в длинной круглой трубе. 

Средняя посечению скорость газа в этом случае определяется 

формулойПуазейля: 

 u
R p

L
 

2

8


,  (3.301) 
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где R, L - радиус и длина трубы, p - перепад давления на ней.Скорость газа 

устанавливается путем измерения его расходачерез трубу. 

Широко применяется также измерение темпа угасанияскорости 

вращающегося по инерции диска, помещенного в газовуюсреду. 

3.4.13.3. Коэффициент взаимной диффузии. 

Коэффициент взаимной диффузии D12 вводится в соответствиис 

соотношением: 

 u u1 2
12

1 2

1   
D

c c
c .  (3.302) 

Следует отметить трудности реализации измерениякоэффициента D12 из-за 

необходимости определения разностискоростей компонентов. В опыте 

обычно легко измеряется расходкаждого компонента и u1, и u2 по 

отдельности. Но движениекомпонентов возникает, как правило, не только из-

за c1, но ипо причине неоднородности давления в газовом 

объемеэкспериментальной ячейки. Причем для организации 

скоростейпорядка диффузионных ( ~ 1 см/с при атмосферном 

давлении)достаточно иметь p/p на уровне ~ 10-4. Неконтролируемаяразность 

давлений будет давать большую погрешность определенияскоростей u1 и u2. 

Однако в замкнутых диффузионных ячейках положениеупрощается. 

Рассмотрим, например, диффузионную ячейку, состоящую из двух колб, 

соединенных капилляром. Перед началомизмерения колбы заполняют 

разными газами до одинаковогодавления и затем открывают заглушку на 

капилляре, допускаясмешение компонентов. Измеряя концентрацию газовой 

смеси влюбой колбе как функцию времени смешения, можно найти 

скоростькомпонентов в капилляре, усредненную по сечению. 

Перепадконцентрации в колбах вызывает среднечисловую скорость 

смеси(диффузионное скольжение), что приводит к возникновениюперепада 

давлений в колбах (диффузионный бароэффект). Однако, с течением времени 

перепад давления становится почтипостоянным, он подстраивается под 

мгновенное значение перепадаконцентраций и угасает вместе с градиентом 

концентраций помере смешения газов в колбах. В условиях 

такогоквазистационарного смешения среднечисловая скорость смеси, 

усредненная по сечению капилляра, обращается в 0: 

 w c u c u  1 1 2 2 0. (3.303) 
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Здесьw , u1 , u2  - представляют собой проекции соответствующихскоростей 

на ось капилляра. Так как разность скоростей имеетоднородное 

распределение по радиальной координате, товыражение (3.302) можно 

переписать в виде: 

 u u
D

c c

c

L
1 2

12

1 2

1  


,  (3.304) 

где L - длина капилляра, c1 - перепад концентрации на нем. 

Используя (3.303), на основе (3.304) нетрудно получитьследующее 

выражение для скорости первого компонента: 

 u u u
c

c
u

u

c

D

c c

c

L
1 2 1

1

2

1
1

2

12

1 2

1     

,  

или 

 c u D
c

L
1 1 12

1 

.  (3.305) 

Таким образом, в условиях квазистационарного режимасмешение газов в 

системе двух колб для определениякоэффициента D12 достаточно проводить 

измерение потока одногокомпонента и соответствующего перепада 

концентрации. Однако, если такой подстройки распределения давления 

поднеоднородность концентрации нет, то для определения D12 необходимо с 

высокой точностью регистрировать существующие всистеме перепады 

давления и определять вклад в скоростьотдельного компонента, 

обусловленный p. 

Другим распространенным методом измерения диффузионныххарактеристик 

является метод диффузионного моста, схемакоторого изображена на 

рис.3.33. 
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ДИФФУЗИОННЫЙ МОСТ 

 

Рис.3.33. 

Концы диффузионного капилляра омываются потоками газов, следы их 

проникают через капилляр на противоположную сторону.Регистрируется 

содержание примесей в каждом из каналов послепрохождения диффузионной 

ячейки. Результат анализа зависит отперепада давления p= p1 - p2, 

поддерживаемого на концахкапилляра. Если разность давлений 

поддерживается на уровне, возникающем в замкнутой в системе, то потоки 

u c n1 1 и u c n2 2 будут равны, и в обоих каналах концентрации примеси 

будутодинаковыми (при равных потоках до диффузионной 

ячейки).Коэффициент взаимной диффузии в этом случае можно определятьпо 

соотношению (3.305). Однако если поддерживать p = 0, топотоки u c n1 1 и 

u c n2 2  оказываются различными, каждый из потоковхарактеризуется своим 

так называемым истинным коэффициентомдиффузии, а для определения 

коэффициента взаимной диффузиинеобходимо пользоваться соотношением 

(3.304). Следуетотметить, что истинные коэффициенты диффузии 

невозможнорассчитать в рамках метода Чепмена-Энскога, связанного 

сидеологией локального равновесия. 

Для теоретического описания истинных коэффициентовдиффузии или 

явления диффузионного скольжения необходимовыходить за рамки 

предположения о локальном равновесии ирешать уравнение Больцмана, 

задавая граничные условия дляфункции распределения на стенках капилляра. 

Это связано с тем, что в методе Чепмена-Энскога скорость смеси как единого 

целогоможно определить только после решения уравнения Навье-Стокса 
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иприменения граничных условий для скорости на стенке. Однакострого 

найти эти условия в рамках этого метода невозможно. 

Еще один способ измерения диффузионных характеристикгазов связан с 

возможностями методики регистрации явленияядерного магнитного 

резонанса (ЯМР). Суть метода ЯМР состоит ввозможности путем включения 

импульса радиочастотного полясоздавать в образце газа ядерную метку 

атомов (за счетповорота спинов ядер, благодаря резонансному 

поглощениюэнергии поля спиновой системой) и регистрировать метку 

спомощью измерения суммарного магнитного момента. Диффузияатомов 

(броуновское движение) является одной из причинрелаксации созданного 

суммарного магнитного момента. Этопозволяет, наблюдая за эволюцией 

магнитного момента, судить окоэффициенте диффузии. 

Если такие опыты проводить в однокомпонентном газе, тоочевидно, что 

можно будет устанавливать диффузионныехарактеристики меченых атомов 

среди всех остальных, т.е.определять коэффициент самодиффузии. Если же 

опыты проводить вбинарной смеси газов, то получаются два коэффициента, 

отвечающие самодиффузии первого и второго компонента вбинарной смеси 

заданной концентрации. Эти два коэффициентаиногда ошибочно 

отождествляют с истинными коэффициентамидиффузии D1 и D2 (2.287, 

2.288). 

На самом деле, экспериментальная ситуация в методе ЯМРотличается от 

таковой в методе диффузионного моста тем, что впоследнем реализуется c 

по компонентам с существенноразличными характеристиками, а в ЯМР-

методе идет речь одиффузии в трехкомпонентной смеси: 2 различных 

немеченыхкомпонента и плюс примесь меченого компонента, причем с 

покомпонентам с существенно различными электронными оболочками 

имассами атомов равен нулю. Если пренебречь меткой, то впоследнем случае 

газовую смесь можно считать равновесной, чегонельзя утверждать для 

первого случая. 

Таким образом, занимаясь экспериментальным определениемдиффузионных 

характеристик или предсказаниями диффузионныхскоростей молекул 

газовых компонентов следует оченьвнимательно следить за 

дополнительными условиями, в которыхнаходится газовая смесь, и 

правильно выбирать основныесоотношения, пригодные в рассматриваемой 

ситуации. 
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3.4.13.4. Термодиффузионный фактор. 

Термодиффузионный фактор вводится в соответствии соследующим 

соотношением: 

 u u1 2
12

1 2

1 12

1
     

D

c c
c D

T
TT . (3.306) 

Наиболее простой способ измерения T - метод двух колб. Вэтом методе две 

колбы, соединенные капилляром и поддерживаемыепри разных 

температурах, заполняются бинарной смесью газов.Затем ожидают 

стационарного распределения концентрациикомпонентов. В стационарном 

случае разность скоростей (u1 – u2)обращается в нуль, поэтому из (3.306) 

следует: 

 T
c

c c
T

T

 



1

1 2

. (3.307) 

По экспериментальным значениям T можно судить опригодности тех или 

иных потенциалов взаимодействия молекулдруг с другом в силу высокой 

чувствительности этогокоэффициента к виду потенциальной функции. 

3.5. Кинетические коэффициенты переноса газовпроизвольной 

разреженности в длинных каналах. 

3.5.1. Квазиравновесие в элементе длины канала. 

В предыдущем разделе было рассмотрено состояние газа вусловиях, когда 

размер газовой системы R много больше длинысвободного пробега . В этих 

условиях вся неравновеснаягазовая система, как правило, может быть разбита 

на ячейкиразмером r (так, что   r  R), в которых за время порядкавремени 

свободного пробега  t устанавливаетсяквазиравновесное состояние с 

определенными значениямитемпературы T, химпотенциала i и 

среднемассовой скорости 0.Эти параметры могут зависеть от координат и 

времени. Для такойситуации методом Чепмена-Энскога можно из уравнения 

Больцманаполучить гидродинамические уравнения с явными выражениями 

длякинетических коэффициентов вязкости, теплопроводности, диффузии и 

термодиффузии. 

Однако, представляют интерес и закономерности переносагазов в условиях 

нарушения соотношения   R, т.е. припроизвольных числах Кнудсена 

Kn = /R. На основе аппаратанеравновесной термодинамики нам удалось 

провести некоторуюклассификацию задач переноса газа произвольной 

разреженности и выделить класс сравнительно простых задач переноса в так 
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называемых длинных каналах, радиус R которых много меньше их длины. 

Условие L  R позволяет весь канал разбить на участки такой длины l, что 

R  l  L. В силу условия l  L на каждом участке равновесие устанавливается 

гораздо быстрее, чем во всем канале. Если не интересоваться самим 

процессом установления квазиравновесия газа в элементах канала размером l, 

то для описания сравнительно медленных процессов выравнивания 

температуры и плотности газа в трубе можно использовать идею 

квазиравновесности в элементе длины канала. Особенно хорошо такая идея 

проходит для описания стационарных процессов переноса. 

Идею квазиравновесности в элементе длины канала надоотличать от идеи 

локального квазиравновесия. Квазиравновесие вэлементе длины канала 

может наблюдаться при произвольномсоотношении длины свободного 

пробега  и радиуса канала.Температура газа в этом случае подстраивается 

под температурустенок канала, т.е. в квазиравновесии будет 

находитсягетерогенная система газ-твердое тело. Локальное 

жеквазиравновесие характеризует только газ. 

Квазиравновесное состояние газа в элементах длины каналавозле сечения с 

координатой z характеризуется температуройT(z), совпадающей с 

распределением температуры стенок каналавдоль его длины, и 

распределением парциальных плотностейкомпонентов газовой смеси ni(z). 

Так как газ подстраиваетсяпод равновесие со стенками канала, то в нулевом 

приближениискорость каждого компонента равна нулю. Заметим, что при 

такойпостановке задачи Е и т не могут зависеть от поперечнойкоординаты 

канала, в то время как при локальномквазиравновесии имеют дело с T, ni, 

0  0 как функциямирадиус-вектора физического пространства. 

Кинетические коэффициенты определяются 

статистическимихарактеристиками квазиравновесных подсистем и 

параметрамимежчастичных столкновений, происходящих в этих 

подсистемах.Поэтому кинетические коэффициенты локальной 

неравновеснойтермодинамики , D12, , DT

12 зависят как от 

статистическиххарактеристик ni, T, так и от параметров столкновений 

молекулдруг с другом: массы частиц mi и потенциалов ихвзаимодействия. 

Кинетические коэффициенты переноса газов вдлинных каналах 

дополнительно могут зависеть от геометрическиххарактеристик элемента 

длины канала (например, радиуса R) ихарактеристик столкновений газовых 

молекул со стенками канала, которые тоже принимают участие в процессах 

релаксации системык равновесию. 
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3.5.2. Постановка задачи о переносе бинарной смеси газовв длинных каналах 

(метод Черчиньяни). 

Рассмотрим стационарный перенос частиц и энергии бинарнойсмеси газов в 

круглом канале длиной L и радиусом R при условииL   (/R - произвольно). 

Обычно при этом интересуютсяпотоками частиц и тепла через поперечное 

сечение канала, вкотором считаются заданными относительные производные 

вдольканала по температуре и парциальной плотности 
1

T

dT

dz
 и
1

n

dn

dz
k

k

. 

Функции распределения газовых частиц по скоростям длярассматриваемой 

системы должны подчиняться системестационарных уравнений Больцмана: 
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 (3.308) 

Здесь Ikl - интегралы столкновений частиц k-го сорта счастицами l-го сорта. 

В соответствии с предположением о квазиравновесии вэлементе длины 

канала искомые функции распределения будемискать в виде разложения 

возле максвелловской функции, характеризующей квазиравновесие в 

элементе длины канала: 
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 (3.309) 

Здесь в обозначении максвеллиана f00k применяется второйиндекс «0», чтобы 

показать, что средняя скорость uk = 0, а черезx, y обозначены координаты 

поперечного сечения канала.Функция возмущения hk(k, x, y) считается в 

некотором интегральном смысле малой по сравнению с единицей. 

Так как температуру и парциальную плотность газа в любом сечении 

полагаем заданными, то очевидно, что вклад функциивозмущения 

f00khk(k, x, y) в температуру и парциальную плотностьдолжен быть нулевым,а 

вклад в среднюю скорость (в отличие отметода Чепмена-Энскога) - 

конечным. 
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Подставляя последнюю функцию (3.309) в систему уравненийБольцмана 

(3.308), получим: 
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 (3.310) 

Так как интегралы столкновений обращаются в нуль приподстановке в них 

максвеллиана, то ясно, что Ikk и Ikl будутлинейными функционалами функций 

возмущения hk(k, x, y). 

Действительно, интеграл столкновения в соответствии суравнением 

Больцмана (3.149) равен 

    I f f f f w g g d d dkl k l k l kl kl kl l

l

   , sin .    





 (3.311) 

Подставляя в (3.311) функцию распределения в виде (3.309)и пренебрегая 

членами, пропорциональными hkhl, нетруднополучить, что 
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  (3.312) 

Здесь использован тот факт, что   f f f fk l k l00 00 00 00
в силузакона сохранения 

энергии частиц, участвующих в парномстолкновении, а также применены 

следующие обозначения: 
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Подставляя (3.312) в уравнение (3.310), получим системунеоднородных 

интегро-дифференциальных уравнений для функциивозмущения hk(k, x, y) и 

hl(l, x, y): 
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 (3.313) 

В этом уравнении в качестве неоднородных членов, вызывающих отклонение 

функции возмущения от нулевого значения(характерного для состояния 

равновесия), выступаютотносительные производные от температуры и 

парциальнойплотности по координате z вдоль канала. Эти производные 

играютроль термодинамических сил, вызывающих потоки частиц и 

энергиичерез сечение канала. 

В отличие от метода Чепмена-Энскога, уравнение (3.313)для функции 

возмущения содержит дифференциальный оператор вплоскости поперечного 

сечения и поэтому нуждается в постановкеграничных условий на боковой 

поверхности канала. Так как h независит от z, то это снимает необходимость 

задания граничныхусловий на концах канала. В общем случае для 

постановкиграничных условий необходимо использовать функции 

(ядра)рассеяния газовых молекул на поверхности. Однако отражениемолекул 

твердыми телами, как правило, слабо отличается отполностью диффузного, 

при котором функция распределениялетящих от стенки молекул является 

максвеллианом, и, следовательно, 

   h x yk k k , , ,
гр

для 0 0n  (3.314) 

где n - вектор внешней нормали к стенке, а (x, y)гр - координаты на 

поверхности трубы. 

Решение уравнения (3.313) с граничными условиями (3.314) обычно проводят 

методом интегрирования вдоль характеристик, или, другими словами, 

путем интегрирования вдоль траекториидвижения частиц. 

Для того, чтобы лучше понять суть этой операции, вспомнимфизический 

вывод уравнения Больцмана. При этом выводерассматривался баланс частиц 

в элементе объема, движущемся соскоростью этих частиц. Изменение числа 

молекул по мере ихдвижения по траектории обусловлено приходом и уходом 

частиц врезультате их рассеяния друг на друге, что учитываетсяинтегралом 

столкновений. При этом баланс числа молекулрассматривался на бесконечно 

малом расстоянии вдольтраектории. От этого расстояния легко перейти к 

рассмотрениюбаланса на конечном отрезке траектории путем интегрирования 

понему при фиксированном значении скорости. 
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ИНТЕГРИРОВАНИЕ ВДОЛЬ ТРАЕКТОРИИ 

 

Рис.3.34. 

Проведем такое интегрирование уравнения (3.313). Это уравнение более 

простое по сравнению с уравнением Больцмана (3.308). В силу 

независимости функции возмущения h от координаты z мы фактически 

имеемдело с двумерной производной от hпо проекции траектории на 

плоскость сечения канала. Для удобства введем вспомогательную двумерную 

систему координат в плоскости сечения канала так, чтобы одна из осей (ось s) 

совпадала с направлением рассматриваемой двумерной скорости с(x, y) 

(см. рис.3.34). Тогда скалярноепроизведение 
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.  (3.315) 

В этой вспомогательной системе координат уравнение(3.313) становится 

обыкновенным дифференциальным уравнением (ане уравнением в частных 

производных): 
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 (3.316) 

Общее решение однородного уравнения (левой части(3.316)): 
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2 2

 .  (3.317) 

Общее решение неоднородного уравнения (3.316) найдемметодом вариаций 

произвольной постоянной A = A(s). Подставляя(3.317) в уравнение (3.316), 

получим: 
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 (3.318) 

где (s) - правая часть уравнения (3.316) (свободный членэтого уравнения). 

Решение уравнения (3.318) относительноискомой функции A(s) имеет вид: 
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Таким образом, общее решение неоднородного уравнения(3.316) можно 

представить в виде: 
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Здесь учтено, что в соответствии с (3.317) hk(0) = A(0) при s = 0. 

Если отражение на стенке канала является полностьюдиффузным, то 

hk(0) = 0, и уравнение (3.319) можно переписатьследующим образом: 
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 (3.320) 

Система уравнений (3.320) является системой неоднородныхинтегральных 

уравнений, которая имеет нулевое решение в случаеобращения в нуль 

термодинамических сил dnk/dz и dT/dz, величиной которых определяется 

свободный член (3.320).Обозначим через  h r
T
dT dzk

T

ck, , 
1
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n
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1
решения (3.320), получаемые в случае, когда 
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обращаются в нульвсе термодинамические силы, кроме одной, указываемой в 

верхнеминдексе hk. Так как уравнение (3.320) является линейным, тоего 

решение при одновременном воздействии всех сил будетсуперпозицией 

упомянутых выше решений: 
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 (3.321) 

Здесь через r и  обозначены полярные координаты в плоскостисечения 

канала. 

Путем умножения уравнения (3.321) на молекулярныепризнаки 
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и последующего интегрирования в пространстве скоростей и посечению 

канала в соответствии с определениями средней скорости(3.84) и плотности 

потока тепла (3.89) нетрудно получитьфеноменологические уравнения для 

потоков числа частицкомпонентов и потока тепла в канале: 
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 (3.322) 

При этом кинетические коэффициенты представляют собойинтегралы типа: 

 L rdr d h n f z

R

11 1 1 1 001 1

0

2      (3.323) 

и т.д. 

Заметим, что система феноменологических соотношений(3.322) полностью 

совпадает с системой (2.286), полученнойметодами неравновесной 

термодинамики. Феноменологическиесоотношения можно 

переформулировать, выбрав в качестветермодинамических сил величины 

 X
kT

dT

dz
X

kT

dp

dz
X

p

kT

dc

dz
q p D     

1 1
2

1, , .  (3.324) 

Этим силам будут соответствовать потоки, которые легкополучить на основе 

(3.322): 

    I I
I I

n
R u c u с I

I

n

I

n
R u uq p D, ; .


     1 2 2

1 1 2 2
1

1

2

2

2

1 2   (3.325) 

Феноменологические выражения для этих потоков (2.292)были выписаны в 

макролокальной неравновесной термодинамике.Там же приводятся 

соотношения для кинетических коэффициентовсистемы (3.322) и 

коэффициентов, соответствующихтермодинамическим силам (3.324). 

Таким образом, для вычисления кинетических коэффициентовнеобходимо 

находить решение системы (3.320), котораяпредставляет собой систему 

интегральных уравнений впространстве скорости. Это слишком сложная 
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задача даже длячисленных методов, реализуемых на современных мощных 

ЭВМ.Однако сравнительно простое решение этой задачи может 

бытьполучено для случая, когда функционалы  Ikl
1

 от функцийвозмущения hk 

могут быть выражены через первые моменты(интегралы в пространстве 

скорости) от этих функций. Послеинтегрирования в пространстве скорости 

уравнения (3.320) будутпредставлять собой систему уравнений для плотности 

потокатепла Jq(r) и средних скоростей компонентов uk(r). В этомслучае 

отпадает необходимость поиска функции возмущенияhk(r, ck). 

Возможность такого упрощения возникает при заменеуравнения Больцмана 

на так называемые модельные кинетическиеуравнения, которые рассмотрим 

в следующем разделе. 

3.5.3. Модельные уравнения Больцмана для бинарной смесигазов. 

Рассмотрим физический вывод таких уравнений. Внеравновесной бинарной 

газовой смеси выделим частицы сорта k, расположенные вэлементе объема dr 

и возле точки с радиус-вектором rи обладающие скоростью в интервале dk 

возле скорости k. Такие частицы за время dtпереместятся из точки Mс 

радиус-вектором r в точку Mс радиус-вектором r = r + k dt (см. рис.3.35). 

ПЕРЕМЕЩЕНИЕ ЧАСТИЦ, ОБЛАДАЮЩИХ СКОРОСТЬЮ k . 

 

Рис.3.35. 

Разность числа выделенных частиц в элементах объема возле точек M и M 

может быть выражена, с одной стороны, черезполную производную от 

функции распределения по времени, а, сдругой стороны, через 

результирующее изменение этого числа засчет прихода и ухода частиц при 

столкновениях: 

 
df
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f

t

f
N N N Nk k
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kk kl kk kl     









r

п п у у . (3.326) 
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Здесь через N kl
п,у

 - обозначено число ежесекундных приходов (илиуходов) 

частиц сорта k в заданные единичные интервалы (иззаданных единичных 

интервалов) скоростей и физическогопространства за счет столкновений 

частиц k-того и l-тогокомпонентов. 

Для упрощенного подсчета числа уходов введем вероятностьkl для молекул 

сорта k, имеющих скорость k, столкнуться заединицу времени с молекулами 

сорта l. В общем случае такаявероятность зависит как от скорости k, так и от 

функциираспределения частиц l-го компонента. Однако для упрощениячасто 

пренебрегают этими зависимостями и считают kl зависящейтолько от 

плотности l-го компонента, температуры газа ихарактеристик столкновения 

молекул. 

Тогда число ежесекундных уходов частиц k-того компонентаиз единичных 

интервалов скорости и физического пространства засчет столкновений с 

молекулами сорта k и сорта l, соответственно, можно представить в 

следующем виде: 

 N f N fkk k kk kl k kl

у у  , .  (3.327) 

Приход частиц в число рассматриваемых обусловленстолкновениями молекул 

самых разных скоростей. Общее числостолкновений молекул сорта k с 

молекулами сорта l в единицеобъема в единицу времени запишется так: 

   kl k k k k klf d n

k

 


  .  (3.328) 

Определенная часть этих столкновений после акта рассеяниячастиц сорта k 

будет давать вклад в приход в единичныйинтервал скорости возле скорости 

k. В общем случае числочастиц, приходящих в заданный интервал скорости 

возле k врезультате рассеяния, определяется интегралом 

столкновенийБольцмана сложной структуры. Причем распределение частиц 

послестолкновения является функционалом функций распределениячастиц, 

вступающих во взаимодействие. Для упрощения расчетовбыло предложено 

пренебречь этой функциональной зависимостью исчитать, что распределение 

частиц, приходящих в избранныйинтервал скоростей определяется 

локальномаксвелловскойфункцией. Это означает полную хаотизацию 

(максвеллизацию)распределения частиц за одно столкновение. 



302 

 

Следовательно, если число столкновений nkkl умножить навероятность 

молекулам сорта k иметь скорость в единичноминтервале возле скорости k 
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,  

то получим искомое число приходов (в единичный интервалскорости в 

единице объема за единицу времени): 

 N f N fkl kl kl kk kk kk

п п 0 0 , .  (3.329) 

Таким образом, с учетом (3.327, 3.329) система уравненийБольцмана (3.326) 

примет следующий вид: 

    







 

f
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f
f f f fk

k
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kk kk k kl kl k    
r

0 0 . (3.330) 

Уравнения типа (3.330) носят название модельных(релаксационных) 

уравнений Больцмана. Нередко их называютмоделью БГК в честь авторов 

(Бхатнагар, Гросс и Крук), которыевпервые в 1954г. предложили данную 

аппроксимацию. Параметрымодели kk, kl и среднюю скорость молекул k-го 

компонента, приходящих в заданный интервал возле скорости k 

послестолкновения с молекулами l-го компонента ukl, принятоопределять из 

условия совпадения моментов истинного имодельного интегралов 

столкновений. В результате такогосравнения было найдено, что: 
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k
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p kTc

D

m

m
      ; ; .u u u u

0

 (3.331) 

Здесь k, pk - парциальные вязкость и давление. 

Следует отметить, что модельные уравнения (3.330)сохраняют все основные 

свойства уравнения Больцмана: 

1) Если искомые функции распределения являютсялокально-

максвелловскими и диффузионный поток равен нулю((ul – uk) = 0), 

то столкновительный член (3.330) обращается внуль. 

2) Выполняются законы сохранения массы, энергии, импульса. 

3) На основе (3.330) может быть доказана Н-теоремаБольцмана. 

3.5.4. Интегрально-моментный метод решения модельныхуравнений. 

Систему уравнений (3.330) будем решать методом перехода кинтегральному 

уравнению для функции возмущения путемпроведения интегрирования вдоль 
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характеристик. Эта процедурааналогична приведенной в разделе 3.5.2. 

Поэтому нам можновоспользоваться уравнением (3.320), предварительно 

установивсоответствие обозначений. Для этого рассмотрим аналогинтеграла 

столкновений в модельных уравнениях: 
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 (3.332) 

Учтем, что ввиду слабого возмущения равновесногосостояния
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. (3.333) 

Подставляя (3.333) в (3.332), получим: 

     kl kl k kl k
k k kl

k kf f f
m

kT
h x y0 00  














u
, , .  (3.334) 

Сравнивая выражения для истинного (3.312) и модельного(3.334) интегралов 

столкновений, нетрудно увидеть следующеесоответствие обозначений: 

    I I
m

kT
kl kl kl kl

k k kl2 1
  ; .

 u
 (3.335) 

Подставляя эти выражения в уравнение (3.320), визотермическом случае 

получим: 
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u u (3.336) 

В свободномолекулярном режиме (kl, kk  0) 

  h s s
n

dn

dz
k k

zk

ck k

k, . 




1
 (3.337) 

Здесь szk/ck - длина пути от точки старта частиц на стенке(xw ,yw ,zw) до 

точки наблюдения (x, y, z), s - проекция этогопути на плоскость поперечного 

сечения канала. 
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Выражение (3.337) представляет собой редкий случайстрогого 

аналитического результата для неравновесной функциираспределения. 

СИСТЕМЫ КООРДИНАТ В СЕЧЕНИИ КАНАЛА 

 

Рис.3.36. 

Следует обратить внимание на то, что в правой части уравнения (3.336), в 

отличие от (3.320), не содержится функций возмущения в явном виде. Это 

позволяет перейти к интегральным уравнениям для моментов функции 

распределения, в данном случае, для скоростей компонентов. Воспользуемся 

определением средней скорости k-того компонента: 
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 (3.338) 

Здесь в пространстве скорости использована цилиндрическаясистема 

координат (ck, , zk), а для координат в плоскостипоперечного сечения 

канала применили полярную системукоординат (r, ), причем в силу 

аксиальной симметрии задачифункция возмущения и средняя скорость не 

должны зависеть отугла  (см. рис.3.36). Для того, чтобы в левой части 
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уравнения(3.336) получить среднюю скорость, умножим (3.336) наzkf0kdk и 

проинтегрируем по всем скоростям: 
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После интегрирования по zk с учетом равенстваdck = ck dck d, получаем 

замкнутую систему взаимосвязанныхинтегральных уравнений для скоростей 

компонентов: 
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(3.339) 

При интегрировании по  и s необходимо учесть, что s = s(r, q), а 

r = r(s, r, ). Эти функции в явном виде можнополучить, рассмотрев 

геометрические проекции траекториидвижения молекул в круглом канале на 

плоскостьперпендикулярного сечения(см. рис.3.36). 

Расстояние в плоскости сечения от точки старта s = 0 доточки наблюдения s 

состоит из двух отрезков, которые легконайти на основе рисунка: 

  s r r R r, cos sin ,    2 2 2
 (3.340) 

и аналогично: 

         s r r r R r, , , cos sin .   2 2 2
 (3.341) 

Чтобы найти r(s, r, ), рассмотрим треугольник состоронами R, r, s и углом 

 . По теореме косинусов имеем: 

 R s r s r2 2 2 2       cos .  (3.342) 

Подставляя  r cos  из (3.341) в выражение (3.342), получим: 

       r R s s R r2 2 2 2 2 22 sin .  (3.343) 
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Рассмотрим роль множителя  exp 


 










 


kl kk
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s s вуравнении (3.339). 

Показатель имеет порядокR Rk t   , т.е.порядок обратного числа 

Кнудсена. Множитель  exp 
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s s  представляет собой 

вероятность молекул пройтипуть (s – s) без столкновений. Если Kn  , то 

эта вероятностьстремится к единице, и молекула проходит путь от стенки 

кстенке без столкновений. При Kn  1 множитель  exp 
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отличен от нуля только на расстоянии от точки наблюдения (s – s) порядка 

нескольких длин свободного пробега. 

В свободномолекулярном пределе система уравнений (3.339)расцепляется и 

перестает быть интегральной: 
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sin .  (3.344) 

Это означает, что движение компонентов в канале будет происходить 

независимо друг от друга. Производя интегрированиев (3.344), легко 

получить: 
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 (3.345) 

Здесь E(r/R) - полный эллиптический интеграл. На основе(3.345) нетрудно 

вычислить расход Gk через канал: 

    G n u r rdr
dn

dz
R rE r R dr R R

dn

dz
k k kz

R

tk k

R

tk
k   2

2
2

2

3
0 0

2


   .  (3.346) 

Это известная формула Кнудсена для расхода газа всвободномолекулярном 

режиме. 

Для того, чтобы найти средние скорости компонентов припроизвольных 

числах Кнудсена, необходимо решить системуинтегральных уравнений 
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(3.339). Если требуется знатьзависимость средней скорости ukz(r) от 

координат сечения(профиль скорости), то задачу решают численно, 

разбиваяобласть определения (0  R) радиальной координаты r надостаточно 

большое число шагов, причем внутри каждого j-гошага ukz
j

считается 

постоянной. В этом случае, после проведенияинтегрирования на каждом 

шаге, уравнение (3.339) сведется ксистеме алгебраических уравнений для 

значенийukz
j

. 

Если исследователю требуется знать только значениярасходов, т.е. интегралов 

от ukz(r) по сечению, то обычноприменяют вариационные методы. 

Суть вариационных методов рассмотрим на примере методаБубнова-

Галеркина. В этом случае неизвестная функция ukz(r)аппроксимируется 

какой-либо простой пробной функцией - какправило, степенным рядом с 

ограниченным числом членов.Основная трудность такого подхода состоит в 

удачном подбореэтой пробной функции. В данной задаче, ориентируясь 

наизвестную формулу Пуазейля для вязкого режима течения, используют в 

качестве пробной функции параболический профиль  u r A r Bkz k k 2 . Затем 

подставляют пробную функцию в уравнениеи, предварительно умножая на 1 

и r2, интегрируют по сечению. Врезультате получается система 

алгебраических уравнений дляконстант Ak и Bk, которая разрешается, и по 

найденным Ak, Bk находят усредненную по сечению скорость каждого 

компонента, как функцию числа Кнудсена и других характеристик 

смеси.Процедура эта слишком громоздкая, чтобы приводить ее здесь 

вподробностях. Рассмотрим только результаты таких расчетов. 

3.5.5. Кинетические коэффициенты изотермического 

движениябинарной смеси газов в каналах. 

Если длина канала L много больше его радиуса R, то каналможно мысленно 

разбить на достаточно малые части длиной l(L  l  R), в которых 

сравнительно быстро устанавливаетсяравновесие газа со стенками канала. В 

этом случаефеноменологические соотношения для потоков можно записать 

длялюбого заданного сечения канала. Кинетические коэффициенты вэтих 

соотношениях будут функциями характеристик системы врассматриваемом 

сечении, а термодинамические силы выражаютсячерез производные от 

температуры, давления и концентрации покоординате z (а не через конечные 

разности). 

Рассмотрим феноменологические уравнения изотермическогодвижения 

бинарной смеси газов в длинных каналах, соответствующие макролокальной 

неравновесной термодинамике(2.292): 
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 , (3.347) 

  I
I

n

I

n
R u u L

kT

dp

dz
L

p

kT

dc

dz
D Dp DD      1

1

2

2

2

1 2
11

 . (3.348) 

В свободномолекулярном режиме (Kn  ) как прямымирасчетами из 

решения интегральных уравнений (3.339) методомБубнова-Галеркина, так и 

путем применения формул Кнудсена длякомпонентов получаются следующие 

выражения кинетическихкоэффициентов в (3.347, 3.348): 
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.  (3.351) 

Здесь 


tk

k

kT

m


8
 - тепловая скорость молекул k-го компонента, k - доля 

диффузного отражения частиц k-го компонента отповерхности. Если 

использовать термодинамические силы вида
1

n

dn

dzk

k (см. (3.322)), то при 

Kn   перекрестные коэффициентыL12 = L21 зануляются, отражая тот факт, 

что компоненты движутсяв канале независимо друг от друга. 

При малых числах Кнудсена (вязкий режим) кинетическиекоэффициенты 

представимы в виде степенного ряда по Kn, вкотором ограничимся двумя 

первыми членами разложения: 

  L
R kT

pp

в Kn 





4

8
1 4 , (3.352) 

  L
R kTD

c c p
DD D

в Kn 



2

12

1 2

1 4 ,  (3.353) 



309 

 

  L
R kTD

p
pD

в
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Kn 
 



2

12 12 1 4 .  (3.354) 

Коэффициенты , D,  характеризуют так называемый режим 

соскольжением, когда кинетические коэффициенты отклоняются отсвоих 

предельно вязких значений при постепенном разрежениигазовой смеси. 

Вторые члены этих разложений позволяютиспользовать формулы (3.352 -

3.354) для числа Kn < 0.1, их рольвелика в диапазоне чисел Kn (0.1  0.01). 

Эти коэффициенты носятназвание вязкого скольжения (), скольжения 

взаимной диффузии(D) и скольжения бародиффузии (). Заметим, что 

коэффициентописывающий взаимную диффузию (3.353) 

пропорционаленкоэффициенту D12, который вводится в локальном подходе 

кописанию смешения газов: 

 u u1 2

1 2

12 1

1
   

c c
D c .  (3.355) 

Выражение (3.348) записано для средних по сечениюскоростей компонентов 

и при подстановке в него (3.353) приKn = 0 дает: 

 u u
c c

D
dc

dz
1 2

1 2

12
11

   . (3.356) 

Совпадение выражений (3.355) и (3.356) говорит о плоскомпрофиле разности 

скоростей      u r u r f rz z1 2  , а также о том, что применение модельных 

уравнений с параметрами (3.331)вместо истинной системы уравнений 

Больцмана и использованиеприближенного метода решения интегральных 

уравнений (3.339) непривело к ошибкам в описании взаимной диффузии. Это 

решениеподтверждает, что взаимная диффузия определяется толькочастотой 

перекрестных столкновений 12 (см. (3.331)). 

Анализируя выражение для коэффициента Lpp
в

, нетрудновидеть, что оно 

соответствует известной формуле Пуазейля длявязкого течения газов со 
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скольжением, причем выражение длявязкости смеси совпадает с 

выражением, полученным методомЧепмена-Энскога(см. (3.331)). 

При рассмотрении перекрестных коэффициентов LpD и LDpудобно иметь дело 

с безразмерными отношениями: 

 12
1 2


L

L c c
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,  (3.357) 

  p

c Dp

DD

L

L c c


1 2

.  (3.358) 

Причем при Kn  0 ( 12
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.  (3.359) 

Здесь 12носит название коэффициента диффузионного 

скольжения(диффузионного ветра), а величину  p

c
 называют 

постояннойбародиффузии в канале. 

Прямые вычисления LDp и LpD, например, методомБубнова-Галеркина, 

показывают их равенство ( 12  p

c
). Следуетзаметить, если рассматривать не 

средние по сечению скоростикомпонентов, а скорости как функции координат 

сечения, торавенство LpD(r) и LDp(r) нарушается. Это связано с тем, 

чтопроизводство энтропии в элементе длины канала 

пропорциональнопотокам числа частиц и тепла через все сечение канала, и, 

соответственно, для описания этих потоков требуютсякинетические 

коэффициенты, осредненные по сечению канала.Только для таких 

кинетических коэффициентов должны выполнятьсясоотношения 

Онзагера. 

Коэффициенты 12  и  p

c
 имеют разностный характер, то естьони 

обращаются в нуль, если характеристики компонентовполностью совпадают. 

Для близких значений параметровкомпонентов эти коэффициенты могут 

быть представлены в виде: 
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Здесь A, B, C - функции числа Кнудсена, не зависящие отразностей 

характеристик молекул компонентов, 1, 2 - долидиффузного отражения 

молекул компонентов от стенок канала. 

В свободномолекулярном пределе движение компонентовстановится 

независимым, а кинетические коэффициенты всоответствии с (3.351) будут 

определяться толькохарактеристиками столкновений молекул с поверхностью 

канала1, 2 и массами частиц (через средние скорости их движения).Поэтому 

lim
Kn

Kn


 B B 0 , AKn = 1, CKn = 2. 

В пределе вязкого режима течения: 

 A B Cв в в  112 0 78 193. , . , . .  (3.361) 

Таким образом, коэффициенты A и C слабо зависят от числаКнудсена. 

Независимость A от Kn связана с тем, что тепловаяскорость частиц, 

определяющая диффузионные скоростикомпонентов, не зависит ни от 

частоты столкновений атомов другс другом, ни от частоты столкновений с 

поверхностью. Слабаязависимость C от Kn менее очевидна, но 

подчеркиваетнеугасающую роль столкновений с поверхностью даже при 

Kn  0, когда число столкновений в объеме становится гораздо большечисла 

столкновений со стенками. Этот кажущийся парадоксобъясняется тем, что 

столкновения с поверхностью наряду собъемными столкновениями 

определяют скорость сноса смеси.Перекрестные столкновения частиц 

компонентов определяютскорость их взаимного проникновения или разность 

скоростей, нопри этом остается еще одна степень свободы - скорость 

сносасмеси как целого относительно канала. Эта последняяопределяется, в 

частности, характеристиками столкновенийчастиц с поверхностью не потому, 

что молекула в толще объемавдали от стенки помнит об импульсе, с которым 

молекуластартовала с поверхности. Дело в том, что весь объем газаимеет 

возможность перемещаться относительно стенки с тойскоростью, которая 

определяется столкновениями атомов (друг сдругом и с поверхностью) в 

тонком поверхностном слое толщинойпорядка длины свободного пробега. 

Коэффициент B формулы (3.360) меняется от нуля всвободномолекулярном 

пределе до 0.78 при Kn  0. ЗависимостьB(Kn) может быть выражена 

полуэмпирической формулой, хорошоописывающей опытные данные и 

строгие теоретические расчеты: 
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.  (3.362) 

Далее более подробно рассмотрим кинетический коэффициентLpp, 

описывающий течение бинарной смеси газов в капилляре поддействием 

градиента давления. Обычно результаты по зависимостиLpp(Kn) 

представляются в виде следующего отношения, называемого приведенным 

расходом (Kn, c1): 
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 (3.363) 

Здесь в знаменателе используется выражение свободномолекулярного 

расхода через капилляр, полученное впредположении полностью диффузного 

отражения молекулповерхностью. 

На основе (3.363), (3.349) нетрудно понять, что при Kn  приведенный 

расход стремится к некоторой константе, независящей от числа Кнудсена и 

близкой к единице, еслиотражение близко к диффузному. 

В пределе вязкого режима путем деления (3.352) на (3.349)легко получить: 
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 (3.364) 

то есть приведенный расход пропорционален обратному числуКнудсена. 

Действительно, если характеристики компонентовблизки (однокомпонентный 

газ), то 
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. (3.365) 

Так как обычно приведенный расход рассматривается вшироком диапазоне 

чисел Кнудсена в несколько порядковвеличины, то для графического 

представления функции (Kn) удобно перейти к логарифмической шкале. 

Логарифмируя (3.365), получим: 

 ln ln ln


  3

64

1Kn  
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На рисунке 3.37 представлена логарифмическая зависимость(Kn) (ln, как 

функция ln(Kn-1)). Переход кривой отгоризонтальной асимптотики при 

Kn-1  0 к наклонной при Kn  0 связан со сменой режима движения от 

диффузионного присвободномолекулярном течении к вязкому, 

континуальномудвижению, когда молекулы увлекают друг друга. 

Как видно из рис.3.37, приведенный расход как функциячисла Кнудсена ведет 

себя немонотонно, при промежуточныхчислах Kn наблюдается минимум 

приведенного расхода, глубинаминимума сравнительно невелика для 

однокомпонентного газа ( ~ 9%) и достигает ~ 25% для смеси газов с 

существенноразличающимися массами молекул. Происхождение 

минимумаобусловлено тем, что по мере увеличения 

давлениясвободномолекулярный режим сменяется на промежуточный, 

прикотором еще нетвзаимного увлечения молекул друг другом, а 

дополнительные столкновения молекул уменьшают среднюю длину 

свободного пробега в канале, которая становится меньше диаметра канала. В 

режиме учета первых столкновений характер движения молекул остается 

диффузионным, но с меньшим коэффициентом диффузии за счет уменьшения 

длины свободного пробега в канале. 

ПРИВЕДЕННЫЙ РАСХОД КАК ФУНКЦИЯ ЧИСЛА KN 

 

Рис.3.37. 
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Углубление минимума кривой (Kn) при переходе от однокомпонентных 

газов к их смесям связано с тем, что атомылегкого газа, составляющего 

основу расхода при Kn  , приповышении давления будут сталкиваться с 

атомами второгокомпонента. Рассеяние легких атомов на тяжелых 

характеризуетсяповышенной ролью обратного рассеяния, что 

дополнительноувеличивает сопротивление канала в промежуточном режиме. 

Для анализа зависимости коэффициента LDD(описывающеговзаимное 

смешение компонентов) от числа Кнудсена, также удобноперейти к 

приведенному коэффициенту в соответствии сформулой: 
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 (3.366) 

В свободномолекулярном режиме приведенный коэффициентбудет 

постоянной величиной порядка единицы (при (1-k)  1), а ввязком на основе 

(3.350, 3.353) получим: 
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.  (3.367) 

В случае близких характеристик компонентов, используявыражение (3.293) 

для коэффициента самодиффузии, будем иметь: 
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.  (3.368) 

Так как Kn может меняться на много порядков величины, удобно 

логарифмировать (3.368): 

 ln ln lnLDD
пр Kn  9

32

1
 

На рис.3.38 изображена логарифмическая зависимость  LDD
пр Kn . 

Переход кривой lnLDD(ln Kn-1) от горизонтальной асимптотыпри Kn  0 

связан со сменой режима диффузии. В свободномолекулярном режиме в 

качестве длины свободного пробега в канале выступает диаметр канала, а при 

повышении давления эту роль начинает играть длина свободного пробега в 

газе, обусловленная столкновениями газовых частиц друг с другом. 
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КОЭФФИЦИЕНТ САМОДИФФУЗИИ КАК ФУНКЦИЯ ЧИСЛА KN 

 

Рис.3.38. 

3.5.6. Кинетические коэффициенты неизотермического переноса 

однокомпонентного газа в длинном канале. 

Рассмотрение неизотермического поведения газа, особенно, описание 

перекрестных явлений требует, как правило, болееподробных и более 

сложных теоретических моделей, чем визотермическом случае. С особой 

чувствительностью коэффициентатермодиффузии к деталям потенциальной 

функции взаимодействиямолекул мы уже столкнулись. Для адекватного 

описаниянеизотермического переноса газа в каналах также требуютсяболее 

сложные модели столкновительных процессов. Это касаетсякак столкновений 

атомов газа друг с другом, так и ихстолкновений с поверхностью. В 

частности, являютсянедостаточными зеркально-диффузная модель отражения 

молекулповерхностью и модель БГК уравнения Больцмана. Для 

описаниявзаимодействия атомов с поверхностью необходимо применять 

ядрарассеяния с частичной релаксацией «памяти» об импульсе 

достолкновения. Такие ядра рассеяния в качестве параметров 

могутиспользовать коэффициенты аккомодации тангенциального импульса 

(3.131). 

При более точной аппроксимации интеграла столкновенийБольцмана приход 

молекул предполагают не локально-максвелловским, как в БГК-модели, а 
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представляют в видеразложения в ряд по скоростям возле локального 

максвеллиана.Здесь мы не будем подробно рассматривать эти усложнения 

висходных уравнениях и в граничных условиях к ним, но обсудимрезультаты 

вычислений. 

В соответствии с макролокальной неравновеснойтермодинамикой 

неизотермическое движение однокомпонентногогаза в цилиндрическом 

канале радиусом R описывается следующейсистемой феноменологических 

соотношений: 

  I R j r L
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,  (3.369) 
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Для свободномолекулярного предела (Kn  ) кинетическиекоэффициенты, 

описывающие потоки тепла под действием градиентатемпературы (Lqq), а 

также потоки частиц под действиемградиента температуры (Lpq) и градиента 

давления Lpp будутиметь следующий вид: 
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Для полностью диффузного отражения выражения к скобкахобращаются в 

единицу и соотношения (3.371 - 3.373) будутсовпадать с выражениями для 

этих коэффициентов, полученнымиранее (3.48 - 3.50), с поправочным 

множителем L, связанным сразличием термодинамических сил в 

макролокальной и нелокальнойнеравновесной термодинамике, 

соответственно: 

 X
kT

dp

dz
X

kT
pp p

мл и   
1 1

 . 

Таким образом, строгий расчет подтверждает, что выражениядля 

кинетических коэффициентов (3.371 -3.373) при t = 1 можнополучить из 

соответствующих выражений для отверстия путем ихумножения на 

вероятность прохождения длинного каналаW
R

L

8

3
. 
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В случае произвольных значений коэффициента аккомодациивероятность 

прохождения будет зависеть от как от t, так и отвида термодинамических 

сил и потоков. Следует отметить, чтоперекрестные потоки теплового крипа 

(Lpq) имеханокалорического потока тепла (Lqp) не зависят откоэффициента 

аккомодации t. 

Если в системе двух колб, соединенных капилляром, поддерживать колбы при 

разных температурах, то газ в колбахперераспределится так, чтобы поток Ip 

обращался в нуль. Наоснове (3.370), (3.372), (3.373) легко получить 

выражение дляградиента давления, устанавливающегося в капилляре в 

этомслучае: 
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 . (3.374) 

Интегрируя (3.374), нетрудно получить: 
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 (3.375) 

В соответствии с (3.375) величина  носит названиепоказателя 

термомолекулярной разности давлений (т.р.д.). Каквидно из формулы (3.374), 

показатель т.р.д.  зависит откоэффициента аккомодации тангенциального 

импульса t. Этоподтверждается опытными данными, в которых для гелия на 

стеклеполучено  = 0.40  0.45. При использовании зеркально-

диффузноймодели отражения молекул поверхностью все 

кинетическиекоэффициенты зависят от доли диффузного отражения 

черезмножитель 
2  


, и показатель т.р.д. , определяемый 

отношениемкинетических коэффициентов, равен 0.5 при любом . 

Этоподчеркивает недостаточность зеркально-диффузной модели 

приописании неизотермических явлений и необходимость учетачастичной 

(неполной) релаксации газа при взаимодействии споверхностью. 

Потоки частиц и тепла в свободномолекулярном режиметечения газа в 

капилляре при полностью диффузном отражениимолекул поверхностью 

имеют ясный физический смысл, помогающийна память воспроизводить 

запись выражений всех кинетическихкоэффициентов. 

Действительно, используя (3.370), (3.373), нетруднополучить следующее 

выражение для числа частиц, ежесекунднопроходящих через сечение канала 

под действием p, 



318 

 

  nL X nL
kT

p
R

kT

dp

dz
n R

R

L
pp p pp t t     





















2

3

1 1

4

8

3

3 2    .  (3.376) 

Первые два множителя в скобках есть результирующее числопересечений 

молекулами торцов капилляра, третий множитель даетвероятность того, что 

молекула, упавшая на торец, выйдет изпротивоположного конца канала. 

Изотермический поток тепла, сопровождающий поток числа частиц nIpp в 

соответствии с(3.369, 3.372) равен: 
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 (3.377) 

Каждая частица в таком изотермическом потоке теплапереносит энергию, 

приходящуюся на одну степень свободы. 

Поток тепла, обусловленный градиентом температуры, можнопредставить в 

виде: 

 I L X pkT R
kT

dT

dz
I n kT T

dT

dz

p

dp

dz

qq qq q t pp   
3

2

1 9

4

1

1
3

2
  .  (3.378) 

То есть поток тепла, обусловленный относительным 

градиентомтемпературы 
1

T

dT

dz
, равен произведению потока числа частиц, 

вызываемым таким же по величине относительным градиентомдавления, на 

энергию 
9

4
kT , переносимую в среднем каждойчастицей. Следует отметить, 

что эта энергия (
9

4
kT ) хорошокоррелирует с энергией 2kT, переносимой в 

среднем однойчастицей через плоскость для равновесного газа. 

В пределе вязкого течения выражения для кинетическихкоэффициентов 

имеют вид ряда по числам Кнудсена: 
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  L
R
kTpp  






4

8
1 4 Kn ,  (3.379) 

  L L R kTpq qp T T   



 2

11 Kn ,  (3.380) 

  L R kTqq q   2 2 1 Kn . (3.381) 

Здесь , T, 1T, q - коэффициенты вязкого скольжения, теплового крипа, 

скольжения теплового крипа и скольжениятеплового потока. 

Коэффициенты вязкого скольжения и теплового крипасравнительно просто 

зависят от коэффициента аккомодациитангенциального импульса (3.131): 
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8
. (3.383) 

Для полностью диффузного отражения  = 1.14, T = 9/8.Коэффициенты 1T, 

q являются также безразмерными числамипорядка единицы (по крайней 

мере, при t ~ 1). В пределенулевых чисел Кнудсена, пренебрегая явлениями 

скольжения, наоснове (3.379 - 381) и (3.369 - 370) легко получить выражения 

дляпотоков: 
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Из выражений (3.384), (3.387) видно, что на основемодельных уравнений 

получены результаты, совпадающие срезультатами для этих потоков, 

получаемыми на основе локальнойтермодинамики необратимых процессов, и 

с кинетическимикоэффициентами  и , вычисляемыми методом Чепмена-

Энскога.Это подтверждает правомочность использования предположения 
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олокальном равновесии при описании теплопроводности и вязкихявлений в 

пределе малых чисел Кнудсена. 

Перекрестные потоки теплового крипа (3.385) имеханокалорического потока 

тепла (3.386) при локальном подходене могут быть предсказаны. Эти потоки 

появляются только врезультате прямого учета в постановке задачи 

взаимодействиягаз-поверхность. Именно поэтому коэффициент теплового 

крипа Tоказывается зависящим от деталей взаимодействия молекул 

споверхностью. Тепловой крип иногда называют 

термическойсамодиффузией, подчеркивая тем самым, что поток 

Ipqпропорционален t, то есть коэффициенту самодиффузии 

D11.Происхождение этого явления и свойство молекул в объеме каналавдали 

от стенки «помнить» о деталях взаимодействия споверхностью при 

исчезающе малых числах Kn аналогично эффектудиффузионного 

скольжения. Каждая молекула в центре каналаприходит в равновесие с 

окружающими ее молекулами, забывая освоей индивидуальной предыстории, 

но общая скорость сносавсего объема газа при наличии T будет зависеть 

отспецифического трения газа в слое Кнудсена (толщиной ~ )возле 

поверхности. 

В феноменологических соотношениях (3.369, 3.370) потокичисла частиц и 

тепла, обусловленные разными термодинамическимисилами, записываются в 

виде суммы. Однако при практическихрасчетах необходимо знать условия, 

при которых отдельныеслагаемые в этой сумме могут оказаться 

пренебрежимо малыми.Чтобы показать это, найдем отношение потоков: 
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. (3.389) 

Здесь использовано значение фактора Эйкена f = 5/2 = /(cv). 

В соответствии с отношением (3.389) при одинаковыхотносительных 

градиентах давления и температуры прямой иперекрестный потоки тепла 

имеют одинаковый порядок величины, что связано с диффузионным 

характером обоих потоков. 
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В отличие от (3.389) отношение (3.388) обратнопропорционально квадрату 

числа Кнудсена и стремится кбесконечности при Kn  0. Это связано с 

разным характеромпотоков Пуазейля (Ipp) и теплового крипа (Ipq). Поток 

Пуазейляпри Kn  0 является кооперативным явлением: под 

действиемразности давлений молекулы увлекают друг друга и 

движутсяколлективами, в которых устанавливается квазиравновесие 

вэлементах объема газа. Тепловой крип, напротив, имеет 

чистодиффузионный характер. Но на основе (3.388) нельзя делатьвывод о 

пренебрежимости явлением теплового крипа во всехситуациях при Kn  0, 

так как при отсутствии специальносоздаваемых достаточно больших 

градиентов давления тепловойкрип будет единственным потоком. 

Для того, чтобы обсудить зависимость кинетическихкоэффициентов 

неизотермического движения газов в каналах отчисла Кнудсена, введем 

приведенные кинетические коэффициенты: 

 
 

 
 

 
L

L Kn

L Kn
L

L Kn

L Kn
qq

qq

qq t

pq

pq

pq t

пр пр
 


  1 10 1 0 1,

;
,

.
 

 (3.390) 

Свободномолекулярный предел приведенных коэффициентов(3.390) легко 

получить на основе (3.371, 3.372): 
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а вязкий предел коэффициентов (3.390) можно записать на основе(3.380, 

3.381): 
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Сравнивая (3.391 -3.393) со значениями приведенногокоэффициента 

изотермического движения бинарной смеси LDD(3.368), нетрудно понять, что 

характер зависимости от числаКнудсена будет одинаковым для всех этих 

приведенныхкоэффициентов. Пример такой зависимости приведен на 
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рис.3.37.Следует заметить, что опытные и теоретические значения  Lпр Kn  

для этой группы коэффициентов хорошо подчиняются очень простой 

полуэмпирической формуле: 

 
     
1 1

0

1

0L L Lпр пр -1 прKn Kn Kn






.  (3.394) 

Физический смысл соотношения (3.394) состоит в том, чтодиффузионное 

(тепловое) сопротивление, которое обратнопропорционально кинетическому 

коэффициенту проводимости, припроизвольных числах Кнудсена будет 

складываться изсопротивления, вызываемого столкновениями атомов со 

стенками, и сопротивления, обусловленного столкновениями атомов друг 

сдругом. 

Таким образом, для длинных каналов (L  R) удаетсявыделить их элементы 

длины с размером l (R  l  L), в которыхгаз находится в квазиравновесии с 

поверхностью. В этом случаена основе рассмотренного баланса энтропии и 

законов сохранениячисла частиц и энергии в элементе канала были 

найденыфеноменологические соотношения для потоков частиц и тепла, 

справедливые для произвольного разрежения газа (произвольныхчисел 

Кнудсена). Полученные таким образом соотношения посравнению с 

эффектами переноса локальной неравновеснойтермодинамики содержат 

дополнительные перекрестные потокитепла и частиц: тепловой крип, 

диффузионное скольжение, бародиффузию в канале и механокалорический 

поток тепла.Дополнительные потоки не только при промежуточных и 

большихчислах Кнудсена, но и в пределе Kn  0 в существенной 

мерезависят от взаимодействия молекул с поверхностью. 

Все кинетические коэффициенты, характеризующие переносгаза в каналах 

при наличии квазиравновесия в его элементедлины, определяются 

статистическими характеристиками газа вэтом элементе и параметрами 

столкновений, которые в немпроисходят. Эти коэффициенты не зависят от 

длины канала, таккак последняя не входит в постановку задачи 

тепломассообмена вэлементе длины канала. 

Описанная макролокальная методика позволяет даватьпредсказания о 

потоках тепла и массы при произвольныхперепадах температуры, давления и 

концентрации на концахдлинного канала. 

3.6. Тепломассообмен разреженнных газов через каналыс произвольным 

отношением длины к радиусу. 

В двух предыдущих разделах 3.4. и 3.5. были рассмотренынеравновесные 

ситуации, в которых можно было всю системуразбить на квазиравновесные 
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малые части, характеризующиесяопределенной температурой и плотностью 

частиц. Главное условиеприменения вышеупомянутых локального и 

макролокальногоподходов связано с возможностью пренебрежения 

частотойпересечений молекулами границ квазиравновесной части системыпо 

сравнению с частотой столкновений частиц друг с другомвнутри нее. 

В этом случае средняя кинетическая энергия хаотическогодвижения молекул 

(температура) устанавливается, в основном, засчет внутренних столкновений, 

а не за счет энергии молекул, приходящих в данный элемент объема через его 

границы.Упомянутое выше условие будет обеспечено, если размер 

элементаобъема l будет больше длины свободного пробега молекул вданной 

системе , обусловленной не только столкновениямичастиц друг с другом, но 

и с поверхностью ограничивающеготвердого тела. Условие l   выполняется 

далеко не всегда, и, в частности, не выполняется в каналах, в которых 

длинасравнима с радиусом, а число Kn  1. 

В условиях отсутствия локального и макролокальногоравновесия для 

вычисления кинетических коэффициентов или прирасчете интенсивности 

массообмена необходимо решать уравнениеБольцмана (или его модель) без 

упрощающих предположений онезависимости функций возмущения от 

координат (координаты z).Однако и в этом случае кинетические 

коэффициенты характеризуютситуацию слабого отклонения от равновесия и 

для их расчетабудем считать, что газ в каждой точке системы 

имееттемпературу и давление, близкие к средним значениям для всей 

рассматриваемой системы. Для определенности будем интересоваться 

скоростью обмена частицами и теплом через мембрану с каналом 

произвольной длины L ~ R (см. рис.3.39). 
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КОРОТКИЙ КАНАЛ 

 

Рис.3.39. 

Будем считать, что по обе стороны плоскопараллельной перегородки с 

круглым каналом находится однокомпонентный газ споддерживаемыми вдали 

от него (канала) различными температуройи давлением, причем 
 p

p

T

T
,  1. 

Чтобы решать уравнениеБольцмана для такой системы, в постановке задачи 

не хватаетзадания температуры твердого тела, ограничивающего 

газ.Температура поверхности Tw может быть функцией координат, аскорость 

переноса должна быть, вообще говоря, функционаломTw(r). Для того, чтобы 

понять роль задания Tw(r), представимсебе, что p = T = 0. Однако, если при 

этом Tw(r) не будет вовсех точках поверхности равна температуре T вдали от 

мембраны, то газ окажется в неравновесном состоянии. Таким образом, 

вописанной нелокальной задаче наряду с термодинамическимисилами, 

пропорциональными p и T, возникает новый типтермодинамической силы, 

пропорциональной    T Tw r  (здесьT T T 2 1). Эта сила является 

распределенной по поверхноститвердого тела мембраны. В частности, в 

асимметричных мембранахэта сила может быть причиной потока числа 

частиц черезмембрану при p = T = 0. 

Рассмотрим математическую постановку данной проблемы. Намнеобходимо 

найти функцию распределения и ее моменты, еслиподдерживаются неравные 

T1 и T2, p1 и p2, а температура стенкиTw(r) отличается от средней температуры 
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газа. Будем полагать, что искомая функция распределения подчиняется 

модельномууравнению Больцмана: 
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- локальная функция Максвелла. 

В отличие от ранее рассмотренных локальной имакролокальной постановок 

задачи, здесь n(r), T(r), u(r) неявляются заданными функциями координат. 

Эти функции необходимонаходить в процессе решения задачи. Так как 

считаем, что 
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то искомую функцию распределения можно искать в видеразложения возле ее 

равновесного значения в левой колбе вдалиот мембраны: 

     f f hr r, , ,  001 1  (3.396) 

где абсолютный максвеллиан 

 f n
m

kT
e

m

kT

001

1

3

2
2

2

2

1
















.  

Заметим, что функция возмущения в нелокальной задачезависит от всех трех 

координат (x, y, z). В правой колбе вдалиот мембраны функция распределения 

тоже максвелловская, но сдругими значениями плотности n2 и температуры 

T2: 
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Для того, чтобы корректно обойти трудности постановкиграничных условий 

на бесконечности, мысленно начертимполусферические поверхности с 

центрами на торцах канала и срадиусом, много большим радиуса канала, и 

граничные условиябудем задавать на этой воображаемой сферической 

поверхности.Будем считать, что эта поверхность поглощает все попадающие 

нанее молекулы, а излучает их с функциями распределения (независящими от 

функций распределения падающих частиц) f001 иf002 слева и справа от 

мембраны, соответственно. 

В дальнейшем при численной реализации решения радиуссферы 

увеличивают до тех пор, пока не получат устойчивого полятечения. 

Граничные условия на твердой поверхности задают всоответствии с 

условием непротекания с учетом диффузногохарактера отражения: 
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 (3.398) 

В левой части (3.398) имеем дело с функцией распределенияпадающих на 

стенку молекул fw(r, ), которая в соответствии с(3.286) может быть записана 

в виде: 

     f f hw wr r, , .    001 1  (3.399) 

В правой части (3.398) записана локальномаксвелловскаяфункция 

распределения отражаемых от стенки молекул, и, поаналогии с (3.397), 

функцию f0w(r, ) для n > 0 можнопредставить в виде: 
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. (3.400) 

гдеnw = nw – n1, T = Tw – T1. 

Подставляя (3.399) и (3.400) в уравнение (3.398), получим: 
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откуда следует, что искомая относительная разность плотностейдля 

отражаемых от поверхности молекул может быть представленав следующем 

виде: 
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Таким образом, в соответствии с (3.400) и (3.399), граничное значение hw для 

скорости, направленной отповерхности (n > 0), будет определяться 

выражением: 
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которое при использовании (3.401) преобразуется к виду: 
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 (3.403) 

На воображаемой полусфере слева от мембраны hw = 0, а направой 
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Малость отклонений от равновесия позволяет перейти отуравнения (3.395) к 

уравнению для функции возмущения.Учитывая, что локальномаксвелловская 

функция может бытьразложена в ряд возле абсолютного максвеллиана f001: 
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 ,  (3.405) 

и, подставляя (3.405) и искомую функцию в виде (3.396) вуравнение (3.395), 

получим: 
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Если перейти к вспомогательной системе координатфизического 

пространства, у которой ось s совпадает с вектором, то будем вместо (3.406) 

иметь обыкновенное дифференциальноеуравнение, допускающее 

интегрирование вдоль траектории (вдольоси s). Такое интегрирование мы уже 

проводили, только теперьвектор  и совпадающая с ним ось s не лежат в 

плоскостисечения канала. Таким образом, задавшись точкой 

наблюдения(внутри канала или вне его) и скоростью , мы можем 

прочертитьтраекторию движения молекулы, которая в определенном 

местепересечет границу поля течения. Проинтегрируем уравнение(3.406) 
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вдоль траектории от точки старта молекулы на границахобласти s = 0 до 

точки наблюдения s = s(x, y, z): 
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Заметим, что    n f h dr r  001 ,  ; 
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Если вместо hw подставить либо нуль, либо (3.403), либо(3.404) в 

зависимости от месторасположения точки пересечениятраектории частицы с 

границей поля течения, то очевидно, чтоуравнение (3.407) будет представлять 

собой интегральноеуравнение с нулевым решением при условии 

n = T = Tw = 0. Функциявозмущения будет отлична от нуля, если хотя бы 

одна из этихразностей, играющих роль термодинамических сил, не будет 

равнанулю. 

Если уравнение (3.407) умножить последовательно на 1, 
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2
, и затем проинтегрировать по всем скоростям, то 

получаетсясистема интегральных уравнений для n(r), T(r), u(r), jq(r)(где 

jq - плотность потока тепла). Свободные члены этихуравнений 

пропорциональны (n2 – n1), (T2 – T1), (Tw(r) – T1), поэтому все искомые поля 

n(r), T(r), u(r), jq(r) будутпропорциональны этим разностям. Следует 

подчеркнуть, чтоуравнения для n(r), T(r) показывают, что плотность 

итемпература в точке с радиус-вектором r, вообще говоря, определяются 

интегралами по всей области от n(r) и от T(r), соответственно. В этом и 

заключается суть нелокальныхнеравновесных явлений, характеризующихся 

тем, что температурав заданном элементе объема определяется 

столкновениями, происходящими в других частях системы, и энергией, 

которуюмолекулы приносят оттуда в данную точку. Но по мере 

повышениядавления и уменьшения длины свободного пробега зона 

взаимноговлияния в соответствии с малостью подынтегральной экспоненты 

вуравнении (3.407) становится все более малой. Когдаэффективные размеры 

такой зоны становятся много меньшеразмеров системы, возникают условия 

перехода к локальномуописанию явлений. 
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Дальнейшие вычисления по описываемой методике требуютконкретизации 

геометрии системы с тем, чтобы находить явныйвид длины траектории s как 

функции точки наблюдения и вектораскорости. В целом, при достаточно 

сложных формах границгазовой системы процедура решения становится 

очень громоздкойи в наше время она осуществлена только для двумерной 

геометрииплоской бесконечной щели с произвольным отношением ее 

длинывдоль потока к величине зазора. Система интегральных уравненийдля 

моментов функции распределения решалась численно путемперехода к 

системе алгебраических уравнений для значениймоментов в отдельных 

малых частях системы. 

В нелокальных задачах, подобных описанной выше, теряеточевидность 

выбор термодинамических сил и соответствующих импотоков, особенно в 

случае распределенных сил типа (Tw(r) – T).Конечно, при решении задач на 

кинетическом уровне описанияможно не интересоваться соответствием 

термодинамических сил ипотоков, а для любых типов нарушения равновесия 

находитьфункцию возмущения h(r, ) и с ее помощью находить 

любойинтересующий нас поток. Однако, если соответствующеесопряжение 

между интересующими нас потоками и силами найдено, то это позволяет 

определить, какие именно кинетические коэффициенты являются 

перекрестными друг к другу и поэтому должны быть равными. Такое 

равенство кинетических коэффициентов позволяет иметь в численных и 

аналитических расчетах хороший метод контроля корректности и точности 

вычислений. В опыте соответствие двух кинетических коэффициентов дает 

возможность выбирать для исследования один из них, более удобный для 

изучения с экспериментальной точкизрения. 

Общая процедура нахождения структуры термодинамическихсил и потоков и 

их соответствия друг другу состоит вопределении выражения для 

производства энтропии врассматриваемой системе. Производство энтропии 

выражается ввиде суммы (или интеграла) от произведения 

термодинамическихсил и потоков. Выбрав в рамках данного выражения 

дляинтересующий нас поток (например, поток тепла или частиц 

напроизвольный элемент поверхности нашей системы), мы можемнайти 

термодинамическую силу, соответствующую данному потоку, как множитель, 

дополняющий выбранный поток до вклада впроизводство энтропии. Следует 

иметь в виду, что при переходек нелокальным задачам резко возрастает число 

возможныхтермодинамических сил и потоков. Изучение этого 

многообразияявлений - дело следующих поколений исследователей. 
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3.7. Современное состояние и перспективы развитиянекоторых проблем 

физики разреженных газов. 

3.7.1. Одноатомные газы и их смеси. 

Для лучшего понимания тенденций развития теоретическихисследований 

закономерностей эволюции неравновесныходноатомных газов, снова 

обратимся к примеру, который частоиспользовался в начале книги. Пусть в 

вакуумный объем черезбыстродействующий клапан впрыскивается порция 

газа. Какиеметоды для описания такой ситуации может 

предложитьсовременный специалист? Для достаточно плотных газов 

можноиспользовать гидродинамические уравнения с 

кинетическимикоэффициентами, вычисляемыми с помощью уравнения 

Больцмана.Однако, если плотность газа невелика (причем она в любомслучае 

мала на фронте распространения), то локальные методынеприменимы. 

Строго говоря, требуется решение нестационарного(с явной зависимостью 

функции распределения от времени)уравнения Больцмана с заданием 

граничных условий для искомойфункции f(r, , t) на всех поверхностях. В 

литературе естьпример такого нелокального решения стационарного 

уравненияБольцмана для простейшей геометрии плоской бесконечной 

щелидля однокомпонентного газа при условии слабых отклонений 

отравновесия. Диссертация на эту тему была защищена ШариповымФ.М. в 

1987 году. 

Названные ограничения дают возможные направления длядальнейших 

исследований. Потребность в изучении такого родакинетических свойств газа 

связана с необходимостью развитиятехники импульсных молекулярных 

пучков, применяющихся втермоядерном синтезе, пучковом оружии, при 

молекулярно-лучевомнанесении покрытий в электронике и так далее. 

Следуетотметить, что названные приложения характеризуются 

существеннонестационарной ситуацией, большими отклонениями от 

равновесия, нередко требуются смеси газов. 

Подчеркнем, что на пути развития методов описанияэволюции газового 

состояния во времени в литературепрактически не используются 

возможности макролокальногоподхода, изложенного в настоящей книге. 

Например, не решеназадача о распространении газа в длинной трубе при 

импульсномоткрытии канала на ее торце в произвольном режиме течения. 

Дальнейшее развитие теоретических исследований проблемпереноса газов 

нуждается в постановке соответствующихэкспериментов. При этом в области 

эксперимента идет развитие всторону все большей детализации измерения 
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состояния газа, вплоть до прямых измерений функций распределения по 

скоростяммолекул. 

Другим крупным направлением исследований в области физикиразреженных 

газов является изучение взаимодействия газ-твердоетело. Если законы 

рассеяния газовых атомов друг на другедостаточно подробно исследованы и, 

в основном, понята их рольв эволюции газового состояния, то функции 

рассеяния атомов наповерхности твердых тел изучены недостаточно, а новые 

данные офункциях рассеяния газовых молекул конденсированными 

теламиприменяются для описания поведения разреженных газов 

созначительной задержкой во времени. Абсолютное большинстворабот по 

динамике разреженных газов применяют в качествеграничных условий 

зеркально-диффузную модель Максвелла. Однаков 1983г. теоретически и 

экспериментально установлено, что дажев случае перехода газового атома на 

поверхности твердого телав связанное состояние и полную термализацию 

(приход в тепловоеравновесие с атомами решетки) частицы газа 

десорбируются сфункцией распределения, отличной от максвелловской. 

Вчастности, зарегистрирована температура десорбционного потокана 20% 

ниже температуры стенки. С одной стороны, это явлениееще «ждет» своего 

теоретика и требуются дальнейшиеэксперименты по его изучению на разных 

материалах и в разныхусловиях, а, с другой стороны, весь комплекс задач по 

динамикеразреженных газов, включая расчет кинетических 

коэффициентовдвижения газов в каналах, необходимо пересмотреть с 

точкизрения новых граничных условий, учитывающих новые данные 

пофункции рассеяния и немаксвелловость десорбции. 

В последнее время (середина 80-х) предсказаны новыеявления переноса газов 

в каналах, обусловленныевзаимодействием подсистем газа, адсорбата и 

фононов твердоготела и носящих название эффектов увлечения. В этом 

направлениив теории сделаны только первые шаги, которые 

требуютдальнейшего развития, а в эксперименте в этой 

областиисследований - совершенно чистое поле деятельности. Вперспективе 

этих работ - создание новых способов управлениягазовыми потоками и 

потоками компонентов смесей (разделение). 

3.7.2. Многоатомные газы. 

Молекулы многоатомных газов являются более сложнымиобразованиями, 

чем атомы, и поэтому их состояниехарактеризуется большим числом 

параметров. Кроме скоростичастиц как целого, состояние молекул будет 

зависеть от уровнейэнергии вращения молекулы и колебаний атомов в ней. 
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Рассеяние частиц друг на друге и столкновение их споверхностью могут 

изменять внутреннее состояние молекул, законы рассеяния усложняются за 

счет потери сферическойсимметрии парного потенциала. В результате 

кинетическиекоэффициенты будут содержать дополнительные вклады, 

обусловленные сложной структурой молекул, их несферичностью, наличием 

колебательных и вращательных степеней свободы. 

Газ вращающихся молекул имеет дополнительныехарактеристики - 

суммарный момент количества движения исвязанный с ним суммарный 

магнитный момент. В равновесии, очевидно, распределение по направлениям 

векторов моментаколичества движения молекул изотропно и суммарный 

моментобращается в нуль. Но если в газе возбуждена неравновесность 

ипоявляется физически выделенное направление, то распределениепо 

векторам моментов теряет изотропность. Подобные явленияносят название 

поляризационных эффектов. 

Эти эффекты очень разнообразны. Очевидно, что любой типнеравновесности 

будет характеризоваться своей, присущей толькоему, поляризацией. Самый 

прямой способ исследования такихявлений - измерение функций 

распределения по моментамколичества движения. Но это трудно 

осуществимо, и поэтомунаходят и измеряют какое-либо свойство, 

чувствительное котклонениям функции распределения по моментам от 

равновесной. 

В частности, было обнаружено двойное лучепреломление вгазе 

двухатомных молекул, находящемся в состоянии вязкоготечения. Это явление 

заключается в том, что монохроматическийлуч света распадается на два 

линейно поляризованных луча сразличными показателями преломления. Это 

связано с оптическойанизотропией линейных молекул, т.е. разным 

взаимодействиеммолекул с квантами света в зависимости от ориентации 

молекулпо отношению к скорости распространения света. 

Другой способ заметить неравновесность распределения помоментам 

количества движения - наблюдение неравновесныхсвойств в магнитных 

полях. В опытах регистрируют изменениекинетических коэффициентов, 

обусловленное включениеммагнитного поля. Это изменение носит название 

эффектаЗенфтлебена-Беенаккера. В настоящее время этот эффект изучен, в 

основном, только для кинетических коэффициентов 

локальнойтермодинамики, теплопроводности и вязкости. Только в 

последнеевремя появились сообщения о наблюдении изменений 

потоковПуазейля и потоков тепла в свободномолекулярном режиме, которые 

были обусловлены включением магнитного поля. Ноостается очень широкое 
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поле научной деятельности - изучениеэтих эффектов для остальных 

диагональных и перекрестныхкоэффициентов макролокальной и нелокальной 

неравновеснойтермодинамики. 

Следует заметить, что столкновения молекул с поверхностьюявляются не 

менее чувствительными по отношению к распределениюмолекул по 

внутренним степеням свободы, чем их рассеяние другна друге. Поэтому и 

исследование влияния магнитного поля накинетические коэффициенты, в 

существенной степени зависящие отхарактера столкновений с твердым 

телом, являетсяперспективным. Это подтверждают эксперименты по 

прямомуизмерению функций распределения по внутренним степеням 

свободымолекул, десорбирующихся с поверхностей после 

полнойтермализации. В таких опытах, в частности, обнаруженаполяризация 

потока десорбции линейных двухатомных молекул, связанная с некоторой 

стесненностью их вращения вадсорбированном состоянии. 

Одна из последних новинок в исследовании многоатомныхгазов - это 

явление светоиндуцированного дрейфа. Суть эффектасостоит в 

возникновении течения многоатомного газа поддействием лазерного луча, 

частота излучения которого являетсярезонансной по отношению к 

возбуждению колебательных степенейсвободы газовых молекул. Это течение 

не является результатомдавления света, которое оказывается в данном 

случаепренебрежительно малым. Для того, чтобы вызвать конвекцию, 

частота излучения подбирается несколько смещенной 

относительнорезонансной для неподвижной молекулы. В результате 

этогосмещения частота оказывается резонансной из-за эффектаДоплера для 

молекул, двигающихся, например, в сторонураспространения света. Поэтому 

энергетически возбужденнымиоказываются молекулы, преимущественно 

летящие в одну сторону.Такие молекулы имеют большие сечения 

взаимодействия ивызывают за счет этого некоторое результирующее 

воздействие нагаз. Светоиндуцированный дрейф также можно наблюдать и 

ккапиллярах в свободномолекулярном режиме. В таких опытах 

можнопочерпнуть много полезной информации о взаимодействии 

споверхностью твердых тел возбужденных газовых молекул. 

Новая информация о неравновесном поведении газов даетновые способы 

управления технологическими процессами ипозволяет глубже понять общие 

закономерности кинетическихявлений, присущие всем агрегатным 

состояниям веществ. 

Таким образом, физика разреженных газов - активноразвивающаяся отрасль 

физики, таящая в себе много новыхэффектов и будущих открытий. 
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СПИСОК ОСНОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 

a - коэффициент температуропроводности 

a- диффузионная длина скачка 

сk - молярная относительная концентрация k-компонента смеси 

сki - концентрация k-компонента с i-стороны мембраны 

cV- теплоемкость единицы объема при постоянном объеме 

cV
m

 - теплоемкость единицы массы при постоянном объеме 

d, dk - диаметр молекул-твердых сфер (k-сорта) 

D - плотность фазовых точек 

D - коэффициент диффузии 

Dk - истинный коэффициент диффузии k-компонента смеси 

DT - коэффициент термодиффузии 

D12 - коэффициент взаимной диффузии бинарной смеси 

e, ek - плотность энергии (k-компонента смеси) 

E - суммарная кинетическая энергия системы частиц 

E1 - кинетическая энергия одной частицы 

f(r,,t), fk(r,k,t) - одночастичная функция распределения(k-компонента смеси) 

f0(r,,t) - локальномаксвелловская функция распределения 

f00() - абсолютная максвелловская функция распределения 

f - фактор Эйкена 

fN - N-частичная функция распределения 

F - свободная энергия 

Fa- сила, действующая на a-частицу 

G - потенциал Гиббса 

G - числовой расход молекул газа через мембрану (канал) 

G(E1) - плотность состояний 

h - плотность энтальпии 

h(,r) - функция возмущения нелокальной задачи 

h, = h/2 - постоянная Планка 

hk - парциальная энтальпия на одну частицу k-компонента смеси 

hk(k,x,y) - функция возмущения k-компонента в методеЧерчиньяни 

H - гамильтониан 

H - энтальпия 

Je - поток энергии через мембрану (канал) 

Js - поток энтропии через мембрану (канал) 

Ju - неконвективный поток внутренней энергии 
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 JQ;  
л
,  JQ;  

п
- поток тепла через левую и правую части боковойповерхности 

мембраны 

Jq║, Jq- продольная и поперечная составляющие потока теплав мембране 

JQ - поток тепла через боковую поверхность мембраны 

JD - объемный диффузионный поток через мембрану 

Jp - среднечисловой объемный поток через мембрану 

Jq - поток тепла через мембрану 

Jk - поток частиц k-компонента через мембрану 

J, Jkl, I, Ikl- интеграл столкновений частиц (k-сорта счастицами l-сорта) 

Jq - плотность потока тепла 

Je - плотность потока кинетической энергии 

Jk - плотность потока диффузии k-компонента 

Js,полн, Js- вектор плотности потока энтропии с учетом ееконвективного 

переноса и без него, соответственно 

Jqn - проекция плотности потока тепла на нормаль к поверхности 

 Jq;  
‘
 - плотность потока тепла без вклада за счет диффузии 

k1, k2, k3 - квантовые числа 

k - постоянная Больцмана 

kT - термодиффузионное отношение (фактор) 

Kn - число Кнудсена 

L - длина канала 

Lc - координата центрального сечения канала 

 Lqq;  
мл

, - кинетические коэффициенты макролокальнойнеравновесной 

термодинамики 

Lqq, - кинетические коэффициенты 

 Lqq;  
л
, - кинетические коэффициенты локальной 

неравновеснойтермодинамики 

m - масса частицы 

n, nk - плотность числа частиц (k-компонента) 

nkl - плотность числа частиц k-компонента в l-резервуаре 

 nj;
_

 - среднее число частиц на одно состояние, принадлежащееj-интервалу 

энергии 

N - число частиц в системе 

Nkl - плотность столкновений молекул k-компонента с молекуламиl-

компонента 

NW - плотность столкновений молекул с поверхностью 

p, pk - давление (парциальное давление k-компонента) 

p(n,m) - вероятность частице находиться в узле m в момент n 
P - тензор давлений 
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pi - обобщенный импульс i-частицы 

pi - давление с i-стороны мембраны 

qi - обобщенная координата i-частицы 

r - радиус-вектор положения точки в пространстве 

r - радиальная координата 

R - радиус канала 

R0 - радиус колбы 

Rя - радиус ячейки мембраны 

s - плотность энтропии 

S - энтропия системы 

Sc - число Шмидта 

t - время 

tm - время достижения максимальной разности температур 

Ti - температура с i-стороны мембраны 

T - температура 

TW - температура поверхности 

u - плотность внутренней энергии 

u, uk - средняя скорость газовых частиц (k-компонента) 

ukl - средняя скорость молекул k-компонента после столкновенияс 

молекулами l-компонента 

U - внутренняя энергия системы 
U  - единичный тензор 

U(rab) - потенциальная энергия взаимодействия двух частиц 

, k- скорость молекулы (k-компонента) 

0- среднемассовая скорость смеси 

t - средняя тепловая скорость молекулы 

V - объем 

Vm - собственный объем молекул системы 

w - среднечисловая скорость смеси 

W
Nk k k1 2, , ,  - вероятность застать систему N частиц всостоянии с набором 

волновых векторов k1, k2,, kN 

W - вероятность прохождения канала 

Xn - термодинамическая сила 

Z - статистический интеграл 

 - коэффициент аккомодации газовых молекул на поверхности 

k - логарифм средней доли занятых состояний k-компонента 

p - постоянная бародиффузии 

 л,  п - коэффициент аккомодации в левой и правой частяхканала 

 - число возможных микросостояний системы частиц 
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1(T) - число состояний одной частицы для распределения поэнергии, 

соответствующего температуре T 

j - число возможных микросостояний j-подсистемы частиц 

(x) - дельта-функция Дирака 

ij - символ Кронекера 

 - коэффициент вязкости 

 - угловая координата 

 - коэффициент теплопроводности 

 - длина свободного пробега газовых молекул в системе 

kl - длина свободного пробега молекул k-компонента поотношению к 

столкновениям с молекулами l-компонента 

кв - длина волны Де-Бройля 

, k - химический потенциал молекул (k-компонента) 

kl - вероятность для молекулы k-компонента столкнуться заединицу времени 

с молекулами l-компонента 

, k - вероятность для молекулы (k-компонента) столкнуться за 

единицу времени с молекулами всех сортов 

 - коэффициент объемной вязкости 

 - 1/3 следа тензора вязких напряжений 


0

 - бездивергентный тензор вязких напряжений 
  - тензор вязких напряжений 

, k - массовая плотность (k-компонента) 

 - плотность производства энтропии 

 - коэффициент вязкого скольжения 

, kl - сечение столкновений молекул (k- и l-компонентов) 

 - производство энтропии в системе 

я - производство энтропии на единицу длины ячейки 

вз - время столкновения молекул 

p1 - время релаксации давления в газе Эйлера 

p2 - время релаксации давления в вязком газе 

c - время релаксации концентрации 


T
 - время релаксации температуры 

л - время релаксации в локальном элементе объема 

м - время релаксации в мембране 

к - время релаксации в системе колб 

 - угловая координата 

k(k) - функция возмущения k-компонента метода Чепмена-Энскога 

() - молекулярный признак 

(r) - волновая функция 
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1, 2 - обратные времена релаксации в системе двух колб 

 - площадь поверхности 

я - площадь сечения ячейки 

* - знак умножения 
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2.4.14. Система уравнений переноса частиц, импульса и 

энергии в локальной неравновесной термодинамике 

2.4.15. Основные достоинства и недостатки локальной 

неравновесной термодинамики 



341 

 

2.5. Неравновесная термодинамика переноса газов в многофазных 

системах 

2.5.1. Общая характеристика нелокальных методов 

2.5.2. Постановка задачи переноса бинарной газовой смеси в 

пористой мембране 

2.5.3. Уравнение баланса энтропии в объеме, включающем 

мембрану 

2.5.4. Производство энтропии в мембранах с проницаемыми 

для тепла боковыми стенками 

2.5.5. Термодинамические силы, вызывающие перенос газа в 

мембране 

2.5.6. Термодинамические потоки числа частиц и тепла 

2.5.7. Феноменологические выражения для потоков тепла и 

числа частиц 

2.5.8. Эффекты переноса тепла при линейном распределении 

температуры в перегородке 

2.5.9. Эффекты теплообмена газа с перегородкой 

2.5.10. Эффекты среднеобъемного потока смеси через 

мембрану  

2.5.10.1. Тепловой крип 

2.5.10.2. Эффект Хобсона 

2.5.10.3. Течение Пуазейля 

2.5.10.4. Диффузионное скольжение 

2.5.11.Эффекты диффузионного потока  

2.5.11.1. Термическая диффузия 

2.5.11.2. Бародиффузия 

2.5.11.3. Взаимная диффузия 

2.5.12. Производство энтропии и неравновесные процессы в 

замкнутой системе двух резервуаров, разделенных 

мембраной 

2.5.12.1. Постановка задачи 

2.5.12.2. Скорость изменения производства энтропии в замкнутой 

системе 

2.5.12.3. Времена релаксации термодинамических сил в 

замкнутой системе 

2.5.13. Неравновесные процессы в частично замкнутой 

системе  
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2.5.14. Общая характеристика, достоинства и недостатки 

нелокальной неравновесной термодинамики 

макрообъектов 

2.6. Макролокальная неравновесная термодинамика движения 

газов в мембранах с длинными каналами 

2.6.1. Постановка задачи переноса газов в мембранах с 

длинными каналами 

2.6.2. Уравнение баланса энтропии в элементе ячейки 

мембраны 

2.6.3. Производство энтропии в единице длины ячейки  

2.6.4. Феноменологические соотношения для потоков 

2.7. О неравновесной термодинамике внешнего обтекания тел 

2.8. Выводы по квазиравновесным методам описания 

переносагазов 

ГЛАВА 3. СТАТИСТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА 

КИНЕТИЧЕСКИХ  

КОЭФФИЦИЕНТОВ ПЕРЕНОСА ГАЗА  

3.1. Элементарные кинетические теории 

3.1.1. Введение 

3.1.2. Коэффициенты диффузии случайного блуждания 

частиц 

3.1.3. Свойства максвелловского распределения 

3.1.4. Плотность столкновений молекул друг с другом в 

равновесном однокомпонентном газе 

3.1.5. Плотность столкновений молекул равновесного  

газа с плоской поверхностью 

3.1.6. Перенос газов через отверстие в 

свободномолекулярном режиме 

3.1.7. Перенос газов в свободномолекулярном режиме в 

длинном канале  

3.1.8. Кнудсеновское движение газов в каналах произвольной 

длины 

3.1.9. Недостатки элементарных методов определения 

кинетических коэффициентов в кнудсеновском режиме 

3.1.10. Кинетические коэффициенты локальной 

неравновесной термодинамики  

3.1.10.1. Вязкость 

3.1.10.2.Теплопроводность 

3.1.10.3. Диффузия.  
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3.1.11. Общие особенности элементарных кинетических 

теорий 

3.2. Основные понятия строгой кинетической теории 

3.2.1. Неравновесная функция распределения и ее моменты 

3.2.1.1. Общее понятие о функции распределения 

3.2.1.2. Первые моменты функции распределения 

3.2.1.3. Характеристики смеси газов 

3.2.2. Функция рассеяния парного столкновения газовых 

молекул 

3.2.2.1. Понятие функции рассеяния 

3.2.2.2. Принцип детального баланса  

3.2.2.3. Сохранение импульса и энергии при парном 

столкновении частиц 

3.2.2.4. Углы поворота относительной скорости 

3.2.2.5. Вывод выражении для функции рассеяния парного 

столкновения  

3.2.3. Функция рассеяния газовых молекул на поверхности 

твердых тел  

3.2.3.1. Физические механизмы рассеяния газа на твердом теле 

3.2.3.2. Понятие функции (ядра) рассеяния атомов газа на 

поверхности твердых тел 

3.2.3.3. Основные свойства ядер рассеяния 

3.2.3.4. Модели ядер рассеяния 

3.3. Кинетическое уравнение Больцмана 

3.3.1. Трудности решения одночастичного уравнения 

Лиувилля. Переход к статистическому описанию 

3.3.2. Вывод уравнения Больцмана 

3.3.3. Условия применимости уравнения Больцмана 

3.3.4. Число микросостоянии N-частичной газовой системы и 

его стремление к максимальному значению для функций 

распределения, удовлетворяющих уравнению Больцмана 

3.3.4.1. Абсолютный максвеллиан как решение уравнения 

Больцмана 

3.3.4.2. Замечательное свойство моментов интеграла 

столкновения 

3.3.4.3. Теорема о неотрицательности производства энтропии за 

счет столкновений газ-газ 

3.3.4.4. Теорема о неотрицательности производства энтропии за 

счет столкновений газ-поверхность 
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3.3.5. Анализ уравнения Больцмана методами теории 

размерностей и подобия 

3.3.5.1. Вывод обезразмеренного уравнения Больцмана 

3.3.5.2. Большие отклонения от равновесия 

3.3.5.3. Малые отклонения от равновесия 

3.3.5.4. Условия, при которых в уравнении Больцмана возникает 

малый параметр 

3.4. Кинетические коэффициенты локальной неравновесной 

термодинамики (расчет методом Чепмена-Энскога)  

3.4.1. Общая характеристика метода 

3.4.2. Уравнения переноса произвольного молекулярного 

признака 

3.4.3. Уравнение сохранения числа молекул и массы газа 

3.4.4. Закон сохранения импульса  

3.4.5. Закон сохранения энергии 

3.4.6. Уравнения Эйлера 

3.4.7. Вывод интегральных уравнений для функции  

3.4.8. Функция возмущения 

3.4.9. Макроскопические потоки и коэффициенты переноса 

3.4.9.1. Диффузионный поток 

3.4.9.2. Тепловой поток 

3.4.10. Соотношения Онзагера для перекрестных 

коэффициентов 

3.4.11. Коэффициент теплопроводности однокомпонентного 

газа 

3.4.12. Формулы для кинетических коэффициентов 

локальной неравновесной термодинамики в первом 

приближении метода Чепмена-Энскога 

3.4.12.1. Коэффициент вязкости однокомпонентного газа  

3.4.12.2. Коэффициент взаимной диффузии 

3.4.12.3. Коэффициент вязкости бинарной смеси газов  

3.4.12.4. Коэффициент термодиффузии 

3.4.13. О методах измерения кинетических коэффициентов 

локальной неравновесной термодинамики 

З.4.13.1. Коэффициент теплопроводности 

3.4.13.2. Коэффициент вязкости 

3.4.13.3. Коэффициент взаимной диффузии 

3.4.13.4. Термодиффузионныи фактор 
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3.5. Кинетические коэффициенты переноса газов произвольной 

разреженности в длинных каналах 

3.5.1. Квазиравновесие в элементе длины канала 

3.5.2. Постановка задачи о переносе бинарной смеси газов в 

длинных каналах (метод Черчиньяни)  

3.5.3. Модельные уравнения Больцмана для бинарной смеси 

газов  

3.5.4. Интегрально-моментный метод решения модельных 

уравнений 

3.5.5. Кинетические коэффициенты изотермического  

движения бинарной смеси газов в каналах 

3.5.6. Кинетические коэффициенты неизотермического 

переноса однокомпонентного газа в длинном канале 

3.6. Тепломассообмен разреженных газов через каналы с 

произвольным отношением длины к радиусу 

3.7. Современное состояние и перспективы развития некоторых 

проблем физики разреженных газов 

3.7.1. Одноатомные газы и их смеси 

3.7.2. Многоатомные газы 
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