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ДОСЛІДЖЕННЯ МАТЕМАТИЧНОГО БІЛЬЯРДУ 
У ПОЛІ ТЯЖІННЯ МІЖ ДВОМА ПІВПЛОЩИНАМИ 
З ВИКОРИСТАННЯМ ВІДОБРАЖЕННЯ ПУАНКАРЕ 

Наведено спосіб визначення траєкторії математичного більярда у полі тяжіння усереди-
ні кута, утвореного двома півплощинами. Знайдені їх залежності від кута «розкриття» півпло-
щин, від координат точки старту більярдної кулі, та від її початкової швидкості. Розглянуто 
питання аналізу руху точки фазового простору за допомогою двовимірного відображення Пуан-
каре з метою дослідження динаміки гравітаційного більярда у межах кута, утвореного двома 
півплощинами. 
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Постановка проблеми 
Трасування математичних більярдів у 

фізичних силових полях (центральному й 
гравітаційному) традиційно пов’язують з 
дослідженням динамічних систем. Більяр-
дну кулю тут розглядають як абстрактну 
матеріальну точку, відбиття якої від пря-
молінійного пружного борта здійснюється 
за законом Декарта-Снеліуса (кут падіння 
дорівнює куту відбиття). У загальному ви-
падку усередині опуклої області Q із гра-
ницею G можна вказати сім’ю кривих 
{Gc}, що мають таку властивість: якщо 
початкова ланка якої-небудь траєкторії до-
тикається однієї із кривих Gc, то й всі інші 
ланки цієї траєкторії дотикаються тієї ж 
кривої. Криві з такими властивостями на-
зивають більярдними каустиками в області 
Q, і їх дослідження є актуальним для різ-
номанітних впроваджень математичних 
більярдів.  

Актуальною задачею є складання ал-
горитмів побудови траєкторій математич-
них більярдів для конкретно обраних обла-
стей з метою виявлення більярдних каус-
тик. Для дослідження динаміки гравітацій-

ного більярда у межах певної області, до-
цільним буде розробка способу унаочнен-
ня руху точки фазового простору за допо-
могою двовимірного відображення Пуан-
каре. 

Аналіз останніх досліджень 
і публікацій 

Теорема Анрі Пуанкаре формулюється 
так: «Майже будь-яка неперіодична траєк-
торія, що дотикається каустик Gс, усюди 
щільно заповнює область між бортом біль-
ярда G і цією каустикою Gс». Траєкторії 
руху більярдної кулі для звичайного стола 
добре вивчені [1, 2], для їх побудови існу-
ють евристичні прийоми, наприклад, ме-
тод дзеркальних відображень. Але завдан-
ня побудови траєкторій кулі значно ускла-
днюється, якщо рух кулі розглядати в де-
якому силовому полі (наприклад, у граві-
таційному полі сили ваги), напрямок якого 
паралельно поверхні стола. Томі є доціль-
ним доповнити відомі дослідження [2-7] 
по удосконаленню алгоритмів побудови 
математичних більярдів у гравітаційному 
полі. При цьому особливу увагу слід при-
ділити унаочненню більярдних каустик. 
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Постановка завдання 
Розробити математичне забезпечення 

алгоритму побудови траєкторії руху білья-
рдної кулі у полі сили ваги за умови її від-
биття від двох прямолінійних бортів у ви-
гляді кута. Навести спосіб унаочнення ру-
ху точки фазового простору за допомогою 
двовимірного відображення Пуанкаре з 
метою дослідження динаміки гравітацій-
ного більярда у межах кута, утвореного 
двома півплощинами.  

Виклад основного матеріалу 
Розглянемо рух матеріальної точки 

одиничної маси в гравітаційному потен-
ційному силовому полі між двома пруж-
ними півплощинами, що утворюють із ве-
ртикаллю кути 1  і 2  (рис. 1).  

 

Рис. 1. Рух точки у вертикальному 
полі сили тяжіння 

Взаємодія точки з півплощинами здій-
снюється за законом абсолютного пружно-
го удару. Розглянемо двовимірний рух у 
площині малюнка. Положення точки ви-
значається декартовими координатами x, y. 
Траєкторіями точки між відскоками будуть 
гілки парабол. У параметричній формі піс-
ля n-го зіткнення рівняння траєкторії ма-
тиме вигляд 
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де nx , ny  – координати точки в момент n-
го зіткнення; nn xu  , nn yv   – проекції 
швидкості точки на осі x, y після n-го зітк-

нення; g – прискорення вільного падіння 
( ,2,1,0n  ). 

Розглянемо спочатку рух точки при 
відсутності перескоку на іншу півплощи-
ну. Вважатимемо для визначеності, що то-
чка після відскоку від правої півплощини 
попадає на праву ж півплощину, рівняння 
якої 
 xky 1 , (2) 
де 11 ctgk  – тангенс кута нахилу прямої. 
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Підставляючи час nt  у рівняння траєк-
торії (1), одержимо координати наступної 
точки зіткнення ( 11,  nn yx ): 
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Обчислюємо проекції швидкості точки в 
момент нового зіткнення: 
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Позначимо вектор швидкості точки в 
цей момент так: 
     тт

111 nnnnnn gtvuvu  






V , 

де т – знак транспонування. 
Для знаходження швидкості точки пі-

сля відбиття 1nV  скористаємося [8-10] до-
поміжною схемою (рис. 2), на якій кути 
падіння й відбиття позначені 1 n . 

Як відомо вектор, нормальний до кри-
вої 
 0),( yxF  (6) 
визначається за формулою 
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     т, yx FFyx N , (7) 
а одиничний вектор нормалі – за форму-
лою  

 
N
Nn  . (8) 

 
Рис. 2. Схема для визначення 
швидкості точки при відбитті  

У розглянутому випадку для правої 
півплощини (2) 
 0),( 1  xkyyxF , (9) 
тому одиничний вектор нормалі матиме 
координати 
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Наявність одиничного вектора дає мо-
жливість записати вираз для обчислення 
швидкості точки після відбиття (рис. 2) 
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У цій формулі ( 11 nV 
n ) означає скаляр-

ний добуток векторів. 
Проекції швидкості точки після від-

биття слід обчислювати за формулами  
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Отже, формули (4) і (12) дають мож-
ливість аналізувати рух точки на правій 

півплощині. Умову відсутності перескоку 
(на іншу півплощину) зручно записати, ви-
користовуючи енергетичні залежності, 
адже для моделі має місце закон збере-
ження енергії: 
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де E, T, П – повна, кінетична й потенційна 
енергія точки. 

Отже, перескок на іншу півплощину 
відсутній, якщо кінетична енергія в мо-
мент зіткнення менша, або дорівнює по-
вній енергії 
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причому рівність відповідає влученню то-
чки в кут 011   nn yx . 

Далі розглянемо рух точки при наяв-
ності перескоку на іншу півплощину. Вва-
жатимемо для визначеності, що точка піс-
ля відскоку від правої півплощини попадає 
на ліву півплощину, рівняння якої 
 xky 2 , (15) 
де 22 ctgk  – тангенс кута нахилу пря-
мої. 

Якщо час руху до зіткнення nt , то з 
врахуванням формул (1), (2) та (15) маємо 
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звідки одержуємо квадратне рівняння для 
знаходження nt  
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Додатній корінь цього рівняння визна-
чає шуканий час 
 qpptn  2 , (17) 

де 
 

g
vuk

p nn  2 , 
 

g
xkk n122 

. 

Координати точки зіткнення ( 11 ,  nn yx ) 
і проекції швидкості ( 



 11 , nn vu ) для часу nt  

визначаються за формулами (4) і (5). 
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Для знаходження швидкості точки пі-
сля відбиття 1nV  знову скористаємося до-
поміжною схемою рис. 2. Для лівої пів-
площини (15) маємо рівняння 
 0),( 2  xkyyxF , (18) 
З урахуванням формул (6)-(8) маємо оди-
ничний вектор нормалі: 
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За аналогією з формулою (11) маємо шви-
дкість точки після відбиття  
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Проекції швидкості точки після відбиття 
слід обчислювати так: 
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Формули (4) і (20) дозволяють аналі-
зувати рух точки після відскоку від лівої 
півплощини. 

Наведемо розрахункові дослідження 
траєкторій руху точки за допомогою скла-
деного алгоритму та програми. Координа-
ти точки в момент зіткнення визначаються 
за формулами (4), проекції швидкості – за 
формулами (12) і (20). Час між зіткнення-
ми визначається за формулами (3) і (17). 
Критерієм перескоку є умова (14). 

Приклад 1. На рис. 3 побудовані мно-
жини траєкторій для двох випадків почат-
кових умов: а) 4,0bx м, 1by м, 0bu , 

0bv ,  4521 ; б) 4,0bx м, 1by м, 

м/с4,0bu , 0bv ,  4521 . Почат-
кові координати однакові м4,0bx , 

1by м, проекції швидкостей на горизон-

тальну вісь – відрізняються. У першому 
випадку 0bu , 0bv , у другому – 

4,0bx м, 0bv . Кути, утворені півпло-
щинами з вертикаллю – рівні  1  

 452 . Траєкторії заповнюють прямо-
кутні області з вершиною в початковій то-
чці руху.  

Приклади демонструють формування 
більярдної каустики – прямокутної облас-
ті, що обмежує всі неперіодичні траєкторії. 

Приклад 2. Рис. 4 демонструє форму-
вання періодичних траєкторій: а) 

28,0bx м, 1by м, 0bu , 0bv ,  1  
 452 ; б) 28,0bx м, 1by м, 

5,0bu м/с, 0bv ,  4521 . Очеви-
дно, що такі траєкторії одержуються у тих 
випадках, коли кут падіння в точку на пів-
площину дорівнює 90. На рис. 4, а наве-
дений варіант траєкторії із чотирьох діля-
нок і трьома парами зіткнень: 28,0bx м, 

1by м, 0bu , 0bv ,  4521 . При 
зміні проекції початкової швидкості на го-
ризонтальну вісь 5,0bu м/с одержуємо 
періодичний режим із двома ділянками й 
парою зіткнень. 

Приклад 3. Періодичні траєкторії 
представлені також на рис. 5, відповідно, у 
варіантах а) 0bx , 1by м, 3bu м/с, 

0bv ,  4521 ; б) 0bx , 1by м, 

55,2bu м/с, 0bv ,  4521 . При 
вильоті із точки на осі симетрії кута з 
будь-якою горизонтальною початковою 
швидкістю реалізується траєкторія, що 
складається із двох ділянок рис. 5, а 
( 0bx , 1by м, 3bu м/с, 0bv ). За пе-
вних умов, що залежать від ординати by  й 
модуля горизонтальної складової швидко-
сті bu , ці траєкторії зливаються в одну 
(рис. 5, б; 0bx , 1by м, 55,2bu м/с, 

0bv ). 
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 а б 

Рис. 3. Формування більярдних каустик для неперіодичних траєкторій 

 
 а б 

Рис. 4. Приклади формування періодичних траєкторій 

 
 а б 

Рис. 5. Приклади формування періодичних траєкторій 
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Приклад 4. Траєкторії на рис. 6 побудо-
вані для несиметричного кута  601 , 

 302 для варіантів 5,0bx м, 1by м, 
0bu , 0bv ,  601 ,  302 ; б) 

3,0bx м, 4045,0by м, 0bu , 0bv , 
 601 ,  302 . На рис. 6, а ці траєкторії 

укладені в області, також обмеженою каус-
тикою, що представляє собою прямокутник 
( 5,0bx м, 1by м, 0bu , 0bv ). І для 
цього кута існують окремі випадки, коли 
реалізуються періодичні траєкторії. Одна з 
них, що складається із двох елементів із 
двома зіткненнями, представлена на рис. 6, б 
( 3,0bx м, 4045,0by м, 0bu , 0bv ). 

Приклад 5. Серія цікавих траєкторій 
для кутів  3021  показана на рис. 7 
і 8. Каустики на рис. 7, а, б побудовані від-
повідно для 3,0bx м, 1by м, 0bu , 

0bv  і 1,0bx м, 1by м, 0bu , 0bv . 
Специфіка траєкторій рис. 7, а полягає в 
тому, що на етапі руху реалізуються два 
послідовних зіткнення на лівій півплощині. 

При одержанні траєкторій на рис. 8, а 
була змінена тільки координата 34,0bx м. 
На рис. 8, б для 384,0bx м й інших коли-
шніх параметрів отримана періодична трає-
кторія з десяти ланок з вісьма зіткненнями. 

Приклад 6. Специфічну форму має каус-
тика для варіантів а) 0bx , 1by м,  

2bu м/с, 0bv ,  3021 ; б) 
6,0bx м, 1by м, 0bu , 0bv , 1  

 402 . Для траєкторії на рис. 9, а поча-
ткова точка взята на осі симетрії кута ( 0bx , 

1by м), початкова швидкість має проекції: 
2bu м/с, 0bv . Інші параметри такі ж, як і 

в моделі двох попередніх рисунків. 
Далі наведемо спосіб унаочнення руху 

точки фазового простору за допомогою 
двовимірного відображення Пуанкаре з 
метою дослідження динаміки гравітацій-
ного більярда у межах кута, утвореного 
двома півплощинами.  

Розв’язання сформульованого завдан-
ня складається декількох етапів. В даній 
роботі розглянемо лише перший з них – 
варіант гравітаційного більярда у випадку 
відсутності перескоку кульки на сусідню 
півплощину. 

Будемо позначати горизонтальні коор-
динати точок зіткнення як nx , і горизонта-
льні проекції швидкості, що їм відповіда-
ють, – nu  ( ,2,1,0n ). Ординати точок ny  
у розглянутому випадку визначаються із 
геометрії кута, а проекції швидкості на ве-
ртикальну вісь 0nv  ( ,2,1,0n ) після 
відскоку – із закону збереження повної ме-
ханічної енергії  

 const
2

22




 n
nn gyvuTE , (21) 

 
 а б 

Рис. 6. Траєкторії для несиметричного кута 
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 а б 

Рис. 7. Приклади формування більярдних каустик 

 
 а б 

Рис. 8. Приклад нестійкості обчислювального процесу 

 
 а б 

Рис. 9. Приклади формування більярдних каустик 
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де E, T, П – повна, кінетична і потенціаль-
на енергія точки. Так надалі аналізувати-
мемо відображення    11,,  nnnn uxux . 

Побудову фазових портретів можна іс-
тотно спростити, якщо скористатися поля-
рними координатами r  й   (рис. 10). 

 21 .  

 
Рис. 10. Полярні координати точки 

Відповідні ортогональні одиничні век-
тори позначимо через re  і e . Уведемо по-
значення для проекцій швидкості точки V  
на радіальне й поперечне напрямки поляр-
ної системи координат  
 rw eV  ,  eVz . (22) 

Надалі, змінивши для зручності масш-
таб виміру проекцій швидкості, будемо 
користуватися величинами 

 



cos

wW , 



sin

z
Z . (23) 

Покажемо, що формули відображення 
Пуанкаре можна одержати в замкнутому 
аналітичному виді, якщо прийняти чисель-
ні значення прискорення вільного падіння 

й енергії відповідно 
2
1

g , 
2
mE  , а кути, 

які утворять похилі півплощини з верти-
каллю рівними  21 . 

Цей прийом, не звужуючи загальності 
одержаних результатів, дає можливість ви-
ключити при реалізації кожного відобра-
ження необхідність знаходження корінь 
квадратного рівняння. 

Закон збереження енергії (21) набуває 
у цьому випадку такої форми 

 122  yvu . (24) 
При аналізі відображень варто розріз-

няти два випадки: якщо при відскоку має 
місце зіткнення з тією же стороною кута, 
то реалізується відображення rT ; якщо має 
місце перескок, то – lT . 

Одержимо спочатку формули відо-
бражень для випадку відсутності переско-
ку. Нехай n -е зіткнення має місце, напри-
клад, із правою півплощиною. На рис. 11 
показаний фрагмент траєкторії між двома 
зіткненнями.  

 

Рис. 11. Швидкості точки і їх складові 
при відсутності перескоку 

Позначимо координати точки зіткнен-
ня ( nn yx , ), а швидкість у момент удару 


nV . Після відбиття швидкість позначена 

як nV , а її позначеннями по декартовим і 
полярним осям відповідно ( nn vu , ), 
( nn zw , ). Для 1n -го зіткнення прийняті 
позначення: – 

1nV  швидкість точки; 
( 



 11 , nn vu ) – по декатовим осях; ( 



 11, nn zw ) 
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– по полярним осях. Після нового відскоку 
для швидкості використані ті ж позначен-
ня, але без верхнього індексу «мінус»: 

1nV , ( 11 ,  nn vu ), ( 11,  nn zw ). Попарно рівні 
кути падіння й відбиття позначені буквою 
γ з відповідним індексом, n – одиничний 
вектор нормалі. Схема на рис. 11 служить 
також корисною ілюстрацією доцільності 
введення полярних координат. При зітк-
ненні радіальна проекція швидкості не 
зміняться 11 


  nn ww , а поперечна проек-

ція – міняє тільки свій знак 11 

  nn zz  

( 11 

  nn zz  ). 
Рух точки після n-го відскоку (траєк-

торія в параметричній формі) визначається 
за формулами  
 tuxx nn  , (25) 

 2

4
1 ttvyy nn  , (26) 

З формул (25), (26) випливають вирази 
для проекцій швидкості точки: 
 nuxu   , (27) 

 tvyv n 2
1

  . (28) 

З формули (27) слідує, що горизонта-
льна проекції швидкості в проміжку між 
ударами не міняється. Точка, за припу-
щенням, ударяється з правою півплощи-
ною, рівняння якої  
 kxy  , (29) 
де k – тангенс кута нахилу прямої. 

Очевидно, що 

 




sin
cosctgtgk . (30) 

Якщо точка через час nt  попадає на ту 
ж півплощину, то з врахуванням виразів 
(25), (26) і (29) маємо 

  nnnnnnn tuxkttvy  2

4
1 . (31) 

Із цього рівняння знаходимо час руху 
до зіткнення 
  nnn kuvt  4 . (32) 
Нові координати точки на півплощині з 
врахуванням (25), (26) і (32) 

 nnnn tuxx 1 , (33) 

 2
1 4

1
nnnnn ttvyy  . (34) 

Для знаходження проекцій швидкості 
після нового зіткнення зручно ввести в 
розгляд вектор проекцій швидкості в мо-
мент попередньому удару 

 











































nn

n

nn

n

n

n
n vku

u
tv

u

v
u

2
2
1

1

1
1V .(35) 

У відповідність із законом відбиття швид-
кість точки після відскоку 
  nnVVV  



 111 2 nnn , (36) 

де n – одиничний вектор нормалі до пів-
площини. 

Для одиничного вектора нормалі має-
мо 

 

  ,sincos

1
1

1
  т

  т

22















kk
kn

, (37) 

де т – знак транспонування. 
Підставляючи (35), (37) у формулу 

(16), з врахуванням (10) одержимо 

 
,sin2

sin
cos2

cos2
1

1
1





































qvu

qu

v
u

nn

n

n

n
nV

 (38) 

де  sincos nn vuq . 
Перетворимо вираз (38) для проекцій 

швидкості до полярних координат. Для ко-
ординат точки в декартовій і полярній сис-
темі мають місце відомі співвідношення 
(див. рис. 1): 
  cosrx ,  insry . (39) 

Для проекцій швидкості: 

 






















cossincos
sincossin

sincossin
cossincos

zwv
vrryv

zwv
vrrxu

r

r





, (40) 
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де wrvr   , zrv    – проекції швид-
кості точки на радіальне й поперечне на-
прямки (див. також формулу (22)). 

Вирази (40), що зв'язують проекції 
швидкості точки в декартовій і полярній 
системах координат, можна записати у фо-
рмі відповідного лінійного перетворення 

 


























z
w

v
u

cossin
sincos

. (41) 

Маємо обернене перетворення проек-
цій швидкості точки в декартовій системі 
до проекцій швидкості в полярній системі 
координат на підставі (41): 

 


























v
u

z
w

cossin
sincos

. (42) 

При ударі об праву півплощину 





2

, тому в момент n-го зіткнен-

ня на підставі формул (41), (42): 
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; (43) 

 


















sincos

cossin
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nn
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. (44) 

Формула (44) дозволяє переписати ви-
рази для проекцій швидкості точки після 
зіткнення за допомогою (38) у вигляді: 

 


















.cos2
sin
cos2

,cos2

1

1

nnnn

nnn

zuvv

zuu
 (45) 

Подальші перетворення зручно здійснити, 
записавши вирази (45) інакше: 

 


















.cos2
sin
cos2

,cos2

1

1

nnnn

nnn

zuvv

zuu
 (46) 

Тому що (n + 1)-е зіткнення відбува-
ється з тією же півплощиною, то для прое-
кцій швидкості 1nu , 1nv  будуть справед-
ливі формули (43), у яких індекс n заміни-
ти на індекс n + 1 
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. (47) 

Підставляючи (43) і (47) у вирази (46), 
після нескладних перетворень одержимо 
формули, що зв'язують проекції швидкості 
точки в полярних координатах після n-го й 
n + 1-го відскоків (відображення Пуанка-
ре), 
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. (48) 

З врахування прийнятих вище позна-
чень (23) остаточно відображенню Пуан-
каре можна надати таку форму: 

 











nn

nnn

ZZ
ZWW

1

1 2
. (49) 

Висновки і перспективи 
досліджень 

Отже, залежності (3), (4), (12), (17) і 
(20) дозволяють визначити вигляд множи-
ни «більярдних» траєкторій руху матеріа-
льної точки в гравітаційному силовому по-
лі між двома пружними півплощинами, та 
унаочнити одне з головних понять теорії 
математичних більярдів – більярдну каус-
тику. Наведений спосіб визначення відо-
браження Пуанкаре дозволить унаочнити 
рух точки фазового простору з метою до-
слідження динаміки гравітаційного більяр-
да в межах кута між двома півплощинами. 

Подальші дослідження пов’язані з 
одержанням формули відображень Пуан-
каре для випадку наявності перескоку фі-
зичної точки на сусідню півплощину, а та-
кож унаочнення та реалізації на практиці 
відображенню Пуанкаре у вигляді (49). 
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Kharkiv 

RESEARCH OF MATHEMATICAL BILLIARDS IN THE GRAVITATIONAL FIELD BE-
TWEEN TWO SEMI-PLANES WITH THE USE OF THE PUANKARE REFLECTION  

A method has been given for determining the trajectory of a mathematical billiard in the gravita-
tional field inside the angle which is formed by two semi-planes. It has been found their relations to the 
angle of "exposure" of the semi-planes, to the coordinates of the starting point of the billiard ball, and to 
its initial velocity. It has been discovered the problem of analyzing the motion of a phase space point us-
ing the two-dimensional Puankare reflection with the purpose of studying the dynamics of the gravita-
tional billiard within the angle which is formed by two semi-planes. 

Keywords: mathematical billiard, gravitational field, billiard trajectory, trajectory clarification, 
Puankare reflection, billiard dynamics. 

Леонид КУЦЕНКО, Сергей ШЕВЧЕНКО 
Харьков 

ИССЛЕДОВАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОГО БИЛЬЯРДА В ПОЛЕ ТЯГОТЕНИЯ МЕЖДУ 
ДВУМЯ ПОЛУПЛОСКОСТЯМИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ОТОБРАЖЕНИЯ ПУАНКАРЕ  

Приведен способ определения траектории математического бильярда в поле тяготения 
внутри угла, образованного двумя полуплоскостями. Найдены их зависимости от угла «раскры-
тие» полуплоскостей, от координат точки старта бильярдного шара, а также от его начальной 
скорости. Рассмотрен вопросы анализа движения точки фазового пространства при помощи 
двумерного отображения Пуанкаре с целью исследования динамики гравитационного бильярда в 
пределах угла, образованного двумя полуплоскостями. 

Ключевые слова: математический бильярд, поле тяготения, траектория бильярда, ви-
зуализация траектории, отображение Пуанкаре, динамика бильярда.  
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