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и объекты по стереотипам. Система разбита на подси-
стемы с указанием количественных связей между
ними. Модули, функционирование которых зависит
от состояния, отражены в диаграммах состояний. Для
прецедентов на диаграммах кооперации указано вза-
имодействие объектов во времени и по порядку по-
ступления событий. Таким образом, в полученных
моделях отражены все аспекты, которые необходимо
исследовать и учесть при проектировании системы
документооборота.

Рис. 7. Диаграмма кооперации для подсистемы прика-
зов по прецеденту «Перевести студентов на следую-

щий курс»

Выводы
Показано аналитическое моделирование методом
COMET системы документооборота высшего учеб-
ного заведения. Научная новизна данного исследова-
ния состоит в получении модели, которая позволяет
провести дальнейшее имитационное моделирование
для оценки параметров реальной системы и определе-
ния участков, требующих оптимизации путем введе-
ния электронной системы документооборота. Для
проектирования электронной системы удобно вос-
пользоваться тем же методом, которым выполнялся
анализ.

Такая модель представляет практическую значимость
как для дальнейших исследований и расширения фун-
кциональности системы, так и для обучения персона-
ла высшего учебного заведения. По результатам мо-
делирования к настоящему моменту введена в эксп-
луатацию система ввода, обработки и хранения дан-
ных образовательного процесса в центре обучения
студентов на иностранных языках. Проектируемая
электронная система документооборота, как и суще-
ствующая система сбора данных в деканате, предназ-
начены для решения задач надежности сбора данных,
обеспечения их доступности и информационной безо-
пасности.
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МЕТОД  РЕШЕНИЯ  ЗАДАЧИ
РАЗМЕЩЕНИЯ ПРЯМОУГОЛЬНИКОВ
С ПЕРЕМЕННЫМИ МЕТРИЧЕСКИМИ
ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

НОВОЖИЛОВА М.В., ЧУБ И.А, МУРИН М.Н.

Рассматривается оптимизационная задача размещения
прямоугольных объектов с переменными метрическими
характеристиками в заданной области. Предлагаются
методы решения задачи. Проводится сравнительный ана-
лиз методов.

1. Постановка задачи
Рассмотрим класс задач оптимизационного геомет-
рического проектирования [1], состоящих в поиске
оптимального размещения конечного  набора

I,...,21iT{T i  геометрических объектов произ-
вольной пространственной формы ( iTint ) в за-
данной области  0T  при наличии различных ограниче-
ний и критериев качества размещения.

В общем случае геометрическая информация ig  об
объекте iT состоит из:

– совокупности пространственных форм }{ is , со-
ставляющей объект iT ;



135РИ, 2007, № 4

– набора метрических характеристик }{ im , которые
определяют размеры точечных множеств, имеющих
пространственную форму }{ is ;

– параметров размещения }{ iu объекта iT в 0T [1].

Во многих областях человеческой деятельности –
оптимальное распределение ресурсов проекта, задачи
энергосбережения, собственно задачи раскроя мате-
риалов [1-3] и др. возникают оптимизационные зада-
чи, допускающие постановку в виде задач размеще-
ния объектов iT{T с переменными метрическими
характеристиками im , I,...,21i .

2. Анализ предыдущих исследований
Анализ отечественных и зарубежных публикаций,
посвященных постановке и решению оптимизацион-
ных задач геометрического проектирования [1,2,4-7]
и задач теории исследования операций, которые могут
быть сформулированы в терминах теории оптимиза-
ционного геометрического проектирования, показал,
что, несмотря на несомненный научный и практичес-
кий интерес, задачи, в которых метрические характе-
ристики объектов размещения – переменные величи-
ны, недостаточно изучен. Подавляющее число науч-
ных работ посвящено решению задач размещения, в
которых эндогенными переменными являются метри-
ческие характеристики только области размещения. В
[6] предложена математическая модель  одной задачи
оптимизационного геометрического проектирования,
в которой предполагается, что не только параметры
размещения iu ,но иметрические характеристики im
объектов I,...,21iT{T i , связанные функциональ-
ными зависимостями, являются эндогенными пере-
менными задачи. Исследованы свойства области до-
пустимых решений и функции цели задачи, позволя-
ющие представить ее как набор задач выпуклого
программирования.

3. Цель и задачи исследования
Цель исследования – построение оптимизационного
метода решения задачи размещения геометрических
объектов с переменными метрическими характерис-
тиками.

Задачи исследования: анализ основных свойств обла-
сти допустимых решений рассматриваемой задачи,
позволяющих осуществить ее представление как на-
бор задач известной структуры; определение метода
кусочно-линейной аппроксимации области допусти-
мых решений задачи, позволяющего с наперед задан-
ной точностью представить исходную задачу с нели-
нейными ограничениями как задачу линейного про-
граммирования; построение итерационного метода
поиска локального минимума рассматриваемой зада-
чи.

4. Математическая модель задачи
Пусть задана область размещения – полубесконечная

полоса – 2
0 RT , 0s = «прямоугольник»,

Wm0 , причем   var   Zconst,W . Пусть так-
же задан набор I,...,21iT{T i  объектов разме-
щения. В пространстве 2R  компонента }{ is  геометри-
ческой информации об объекте iT  – прямоугольник.

Свяжем с каждым iT  собственную систему коорди-
нат iii YОХ , начало которой - левая нижняя вершина

iT – полюс объекта с параметрами размещения
)y,(xu iii  в общей системе координат ХОY :

)y,(xTT iiii  (рис.1).

Z XO

ui= (xi ,yi)
W bi

ai

Y

Xi

Yi

Oi

Рис.1. Постановка задачи

Необходимо разместить набор объектов T  в полубес-
конечной полосе 0T  без наложений друг на друга так,
чтобы величина Z  была минимальной.

Пусть метрические характеристики (ai,bi) i=1,2,…,I
удовлетворяют условию:

]b,[bb],a,[aa maximiniimaximinii ,        (1)

0b0,a minimini .

Пусть площадь iS  объекта jT  при изменении метри-
ческих характеристик остается неизменной:

minimaximaximinii babaS , т.е.

i
i a

Sb .                               (2)

Тогда вектор независимых переменных задачи имеет
вид: )a,y,x...,a,y,x,a,y,x( III222111 .

Итак, необходимо определить

D
Zmin ,                              (3)

где область допустимых решений 21 DDD  опре-
деляется условиями вида

,)a,y,x(Tint)a,y,x(Tint:D jjjjiiii1      (4)

0iiii2 T)a,y,(xT:D , ji,I,...,2,1j,i .    (5)

5. Формализация геометрических ограничений
задачи
Аналитическое описание условий (4) взаимного по-
парного непересечения объектов размещения, а также
их принадлежность заданной области размещения (5)
осуществляется с помощью аппарата -функций [1].
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Многочисленные исследования посвящены построе-
нию и исследованию -функций пары объектов с
постоянными метрическими характеристиками [3, 4,
7] различных типов пространственных форм. И толь-
ко в некоторых работах [5,6] был предложен подход
к учету возможности изменения метрических харак-
теристик объектов и их пространственной формы при
построении -функции.

Пусть var,im I,1,2,i  и выполнены условия
(1)-(2). Любое сечение данного множества

3
iii

3
i R)a,y,(xT  плоскостью constii aa , constia

}a,{a maximini  имеет пространственную форму пря-
моугольник (рис. 2).

Рис. 2. Сечение множества 3
iii

3
i R)a,y,(xT

-функция [1,3], задающая условие взаимного не-
пересечения объектов )a,y,(xT iiii  и )a,y,(xT jjjj ,
удовлетворяет условию:

0)a,y,x,a,y,x( jjjiiiij

и задается набором [4,6] неравенств вида

,j,il,0)a(f

,0)a(f

,4,..1k,0)a,a,u,u(f

)a,a,u,u(F

l10

l9

jiji
n
k

jijin
  (6)

где

maxlll9 aa)a(f , minlll10 aa)a(f ,

iijjiji
n

1 axx)a,a,u,u(f ,

jjijiji
n
2 axx)a,a,u,u(f ,

iiijjiji
n
3 a/Syy)a,a,u,u(f ,

jjjijiji
n
4 a/Syy)a,a,u,u(f .

)a,y,x,a,y,x( jjjiiiij – функция в данном случае за-
дается выражением:

= )}a(f),a(f),a(f),a(f),a,a,u,u(fmax{min 

)a,u,a,u(

j10j9i10i9jiji
n
k

}4,3,2,1{k

jjiiij

(7)

)m,a,y,x( 0iii0i – функция, описывающая ограниче-
ния на размещение в полосе T0, имеет вид:

= )}a(f),a(f),y(f),y(f),x(f),x(fmin{

)m,a,y,x(

i10i9i8i7i6i5

0iii0i

.

(8)

Иначе говоря, условие 0)m,a,y,x( 0iii0i  описы-
вается системой вида

I,,1,2,i,0)a(f

,0)a(f

,4,3,2,1h,0)m,a,u(F

i10

i9

0ii
n
h

          (9)

i0ii
n

1 x)m,a,u(F , ii0ii
n
2 axz)m,a,u(F ,

i0ii
n
3 y)m,a,u(F , 

i

i
i0ii

n
4 a

SyW)m,a,u(F .

Если метрические характеристики объектов
)a,y,(xT iiii  связаны соответствующими функцио-

нальными зависимостями  вида (2), то

)a,y,x,a,y,x( jjjiiiij – функция принадлежит про-

странству 6R , а ее уровни являются кусочно-гладки-
ми гиперповерхностями.

Тогда задача (3)-(5) формулируется следующим об-
разом:

Найти:

1I3RD
Zmin ,                      (10)

где область допустимых решенийD  представляется в
виде набора неравенств

j,iI,,1,2,ji,,0)a(f

,0)a(f

,4,1,2,k,0)a,a,u,u(f

,0)m,a,u(F

i
n

10

i
n
9

jiji
n
k

0ii
n

         (11)

Далее удобно рассматривать описание области допу-
стимых решений 1I3RD  в следующем эквивален-
тном виде:

j,iI,,1,2,ji,,0)a(f

)13(,0)a(f

,0)m,a,u(F

(12),4,1,2,k,0)a,a,u,u(f

i10

i9

0ii

jijik

где

maxlll9 aa)a(f , minlll10 aa)a(f ,

iijjiji1 axx)a,a,u,u(f ,



137РИ, 2007, № 4

jjijiji2 axx)a,a,u,u(f , 

iiijjiji3 a/Syy)a,a,u,u(f ,
jjjijiji4 a/Syy)a,a,u,u(f ..

Отметим основные свойства оптимизационной задачи
(10)-(12)-(13), вытекающие из ее математической по-
становки.

Свойство 1. Функция цели Z является линейной. При
этом

I

1i
maxiimin

Ni
a,aminZ .

Свойство 2. Пространство параметров, в котором
ищется экстремум функции цели, имеет размерность
3I + 1, где I – число размещаемых объектов.

Свойство 3. Число ограничений, описывающих об-
ласть D допустимых решений задачи (10)-(12)-(13),
квадратично зависит от числа размещаемых объектов
и равно 6I.1)12I(I

Свойство 4. Область 1I3RD  – невыпуклое, не-
связное ограниченное точечное множество, имеющее
кусочно-гладкую границу FrD , I3R . Каж-
дая компонента связности области допустимых реше-
ний является многосвязной.

Свойство 5. Область 1I3RD  допускает представ-
ление в виде объединения конечного числа подобла-
стей 1I3

g RD  вида

g
G

1g
DD ,                        (14)

где ).(4G 1)-I(I

При этом компонента связности 1I3
g RD  описыва-

ется системой I систем нелинейных неравенств вида
(13) и 1)/2I(I  неравенств – по одному из каждого

набора неравенств вида 0)a,a,u,u(f jiji
n
k  для каж-

дой пары объектов.

Свойство 6 [6]. Функции вида

)a,u,u(f iji3
i

j
ji a

S
yy

и                )a,u,u(f jji4 i

i
ji a

Syy

являются выпуклыми.

Следствие. Функции

)m,a,u(F 0ii4 I,...2,1i,
a
S

Wy
i

i
i

являются выпуклыми.

Cвойство 7 [6]. Область gD  является выпуклой
подобластью области допустимых решений D . При
этом область gD  является выпуклым компактом.

Cвойство 8 [7]. Покрытие (14) не является разбити-
ем, поэтому для некоторых точек  области D имеет
место такое соотношение:

.GG,DD 1g

G

1g
G

1

1              (15)

В силу выделенных особенностей функции цели и
области допустимых решений данная задача сводится
к решению конечного множества задач выпуклого
программирования [8] вида

DDg

Zminarg* ,                     (16)

I.,1,2,i1,2,,0)a(f

,0)m,a,u(F

,jiI},,..{1,ji,,4},..1,{k,0)a,a,u,u(f

:D

i

0ii

jijik

g

 (17)

Согласно [8] существует теоретическая возможность
определения глобального минимума функции цели
задачи (16)-(17), который является ее локальным
минимумом.

Замечание 1. Для определения глобального миниму-

ма функции цели необходимо решить 1)-I(I4  задач
вида (16)-(17).

Рассмотрим задачу поиска локального минимума
функции цели рассматриваемой задачи на множестве

DD 1G  вида:

DD 1G

Zminarg*
,                    (18)

.G,...2,1g,jiI,,1,2,i1,2,,0)a(f

,0)m,a,u(F

I},,{1,2,ji,,4},1,2,{k,0)a,a,u,u(f

:DD

1i

0ii

jijik

G

g
gG

1

1

Метод локальной оптимизации, рассматриваемый да-
лее, действует на компоненте связности 1Gg DD .
Итерация метода состоит из двух этапов:

– Определение экстремума функции цели *  на теку-

щем множестве gD .

– Организация перехода от текущей подобласти gD  к

смежной области 1gD , такой, что 1gD* .
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6. Представление  (16)-(17) как задачи
сепарабельного программирования

Определение [8]. Функция )x,,x,F(x n21  называ-
ется сепарабельной, если она может быть представле-
на в виде суммы функций, каждая из которых являет-
ся функцией одной переменной:

)x(f)x,,x,F(x i
n

1i
in21 .            (19)

Отметим следующее важное свойство задачи (15)-(16).

Свойство 9. Задача (16)-(17) принадлежит к классу
задач сепарабельного программирования.

Это свойство действительно справедливо, так как
функция цели и все функции ограничений (17) явля-
ются линейными, кроме функций )a,a,u,u(f jijik ,
которые удовлетворяют условию (19).

Если целевая функция и функции ограничений явля-
ются сепарабельными, то приближенное решение та-
кой задачи можно найти с использованием метода
кусочно-линейной аппроксимации [8].

Классический метод кусочно-линейной аппроксима-
ции предполагает следующий подход.

Пусть ],0[х ii . Промежуток ],0[ i  разбивают на
ir  промежутков обычно равной длины с помощью

1ri  точек так, что 0x i0 , iirix . Тогда кусочно-
линейная аппроксимация функции kF  имеет вид

)x(f)x,,x,(xF i
n

1i
in21 ,            (20)

где )x(f)x(f v
r

1v
iviii

i
, vk

r

0v
vkk xx

k
,

1
ir

0v
vi ,  0vi                  (21)

для всех k и i, причем не более двух чисел ki  могут
быть положительными и должны быть соседними.

Для рассматриваемой задачи метод кусочно-линей-
ной аппроксимации необходимо применять только
для функций ограничений задачи. Другими словами,
преобразование  имеет вид:

L
gg DD ,                       (22)

где область L
gD  – результат применения метода ку-

сочно-линейной аппроксимации (преобразования )
к нелинейным ограничениям области gD .

В системе (17) неравенства вида

,4,3k,0)a,a,u,u(f jijik и )m,a,u(F 0ii4

содержат нелинейные функции.

Функция )a,u,u(f 1313  представляется в виде
3

1i
3i1131 f/aSyy , 123313 yf,yf ,

1133 /aSf , где только одна функция – 33f  – нелиней-
ная.

Функции )m,a,u(F 0ii4  представляются в виде

2

1s
4s

i

i
i F

a
SWy , ,WyF i13 ii23 /aSF ,

где только одна функция – 23F  – нелинейная.

Тогда задача (16)-(17) преобразуется к виду

DDg
Zmin ,                         (23)

.jiN},,{1,2,ji,,r,...,2,1v,0

,1

{3,4},k,0)a(fff

{1,2},l,0)a,a,u,u(f

N,,1,2,i,10,9,0)a(f

,0)a(FWy

,3,2,1h,0)m,a,u(F

kvk

r

0v
vk

v

r

1v
3kvkk2k1

jijil

i

iv

r

1v
4kvki

0iih

k

k

k

  (24)

Рассмотрим пример. Задано множество объектов
размещения: }Т,Т,{ТT 321 . Метрические характе-
ристики 1,2,3i),b,(a ii  изменяются в диапазоне

].4,2[b],6,3[a],4,2[b],4,2[a],8,4[b],4,2[a 332211

При этом 12S8,S16,S 321 . Область размещения
– )8y0,zx0|y(x,T0 .

Начальное размещение (рис. 3) характеризуется век-
тором параметров размещения 4).0,0,4,0,(0,u0

Рис. 3. Начальное размещение

Вектор начальных значений метрических характерис-
тик }{ im  имеет вид:

6,2).2,4,4,(4,)b,a,b,a,b,(a 3min3max2min2max1min1max

Система ограничений, описывающая выпуклую по-
добласть 10

g RD  области допустимых решений D
данной задачи, которая содержит точку u0, имеет вид:
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0,/aSyy
0,/aSyy

3,1,i,0a/S8y
,0axx

3,1,i,aa
,aa

,0zax
,0y
,0x

2232

1131

iii

121

minii

maxii

ii

i

i

        (25)

Система ограничений (25) состоит из 21 неравенства,
пять последних содержат в качестве левых частей
сепарабельные функции.

Функция 
3

1i
3i11311313 f/aSyy)a,u,u(f , где

123313 yf,yf , 1133 /aSf , содержит только одну

нелинейную функцию: 1133 /aSf . Так как перемен-
ная ]4,2[a1 , положим 4a,3a,2a 030201 .

Значения функции 8)a(f 0133 , 33.5)a(f 0233 ,
4)a(f 0333 .

Используя формулы (20)-(21), определяем

333231311313 433.58yy)a,u,u(f ,  (26)

3332311 432a .

Аналогично, функция 
3

1i
2i2322 f)a,u,u(f  содер-

жит только одну нелинейную функцию: 2232 /aSf .

Так как ]4,2[a2 , положим 4a,3a,2a 030201 .

Тогда 4)a(f,67.2)a(f,2)a(f 033202320132 . Ис-
пользуя формулы (20)-(21), определяем

232221322322 267.24yy)a,u,u(f , (27)

2322212 432a .

Функции 
2

1j
j4iiiii4 Fa/S8y)a,y(F , где

,8yF i41 ii42 /aSF , содержат только одну нели-

нейную функцию: 3,2,1i,/aSF ii42 .

Используя аппроксимацию (20)-(21) для переменной

1a , получаем

13121111141 433.588y)a,y(F .  (28)

Аналогично, для переменной 2a  получаем

23222122241 267,248y)a,y(F .  (29)

Кусочно-линейная аппроксимация функции
2

1j
j43333342 Fa/S8y)a,y(F  имеет вид:

33323133342 266.248y)a,y(F ,  (30)

2322213 65.43a .

Подставив найденные значения в систему (25), полу-
чим

.3,2,1v,1

,3,2,1j;2,1v,0
,0266.248y

,04328y
,0433.588y

0,467.22yy
0,433.58yy

,0axx
3,1,i,aa

,aa
,0zax

,0y
,0x

3v2v1v

vj

3332313

2322212

1312111

33323132

33323131

212

minii

maxii

ii

i

i

    (31)

После проведения данного преобразования количе-
ство ограничений системы (25), описывающей вы-
пуклую подобласть 16L

g RD , равно 30.

7. Метод решения задачи (16)-(17)
Процесс определения решения задачи выпуклого про-
граммирования методом кусочно-линейной аппрок-
симации включает следующие этапы:

1.  Кусочно-линейная аппроксимация вида (16)-(17)
каждой из сепарабельных функций ограничений.

2. Построение соответствующей задачи линейного
программирования.

3. Решение задачи линейного программирования сим-
плекс-методом или методом активного набора [9].

Замечание 2. Точность решения зависит от точности
аппроксимации (количества промежутков ir ) сепара-
бельных функций ограничений.

Замечание 3. Размерность пространства переменных
задачи возрастает в зависимости от точности аппрок-
симации сепарабельных функций ограничений.

Замечание 4. Количество ограничений задачи возра-
стает в зависимости от количества ограничений, со-
держащих сепарабельные функции.

Замечание 5. Оценка точности аппроксимации не из-
вестна.

Метод решения задачи (16)-(17), представленный ниже,
позволяет провести аппроксимацию задачи с любой
заранее заданной точностью без увеличения размер-
ности пространства переменных, которому принадле-
жит область допустимых решений задачи.
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8. Метод глобальной линеаризации задачи (16)-
(17)
Рассмотрим иной подход к построению преобразова-
ния  вида (22), которое назовем преобразованием

*:

*L
g

*
g DD .                      (32)

Рассмотрим гиперболическую поверхность вида:

0S)yy(a:)a,u,u(f ijiiiji3 .

Пусть ijji yyY . В пространстве переменных
)Y,a( jii  поверхность 0)a,u,u(f iji3  имеет вид ги-

перболы, проходящей через точки )b,(a maximini ,
)b,(a minimaxi .

Назовем данные точки крайними точками гиперболы.

Линеаризуем функцию ijii SYa .

Замечание 6. Примем в рассмотрение только тот
участок Г гиперболы 0SYa:)Y,a(f ijiijii3 , кото-
рый расположен между крайними точками гипербо-
лы, так как только этот участок формирует область
допустимых решений задачи gD .

Прежде всего, построим уравнение прямой П:
0)Y,a(f jiiлин_3 , проходящее через крайние точки

гиперболы (рис. 4).

(amax, bmin) 

(amin, bmax) 
Y 

Рис. 4. Начальная аппроксимация

Уравнение прямой П имеет вид:

minimaxi

mini

maximini

maxi
bb

bY
aa

aa
,

или                  0dYBa ,                   (33)

где

)b(bA minimaxi , )a(aB maximini ,

BbAad minimaxi .

В нормальном виде уравнение (33) имеет вид:

0dYa n ,                (34)

где 22 BA/A , 22 BA/B ,

22n BA/dd .

Назовем погрешностью линеаризации e величину вида

)Y,a(max
)Y,a( ,                 (35)

где )Y,a(  – расстояние от точки )Y,a(  кривой Г до
прямой П.

Проведем оценку погрешности линеаризации e. Дан-
ную задачу можно рассматривать как задачу услов-
ной минимизации двумерной функции )Y,a(  на
множестве G вида:

)Y,a(maxarg*)Y*,a(
)Y,a( .              (36)

Задача (36) допускает естественное геометрическое
толкование. Для определения ее точного решения
предлагается следующий метод.

9. Алгоритм вычисления начальной оценки
аппроксимации e
1. Построим касательную K к кривой G такую, что K
|| P. Уравнение прямой K имеет вид:

0dYa k .

2. Определим координаты )e,e( 21  точки касания E
(см. рис.4):

E=G З K.

Очевидно, координаты )e,e( 21  точки E удовлетворя-
ют системе уравнений вида:

.See
,0dee

21

k21
              (37)

Выражая, например, переменную 2e  из первого урав-
нения системы (37) и подставляя во второе, получаем
квадратное уравнение вида

S)ed(e 1k1 ,

или                0Sede 1k
2
1 .                 (38)

Уравнение (38) имеет единственное решение, если его
дискриминант S4dD 2

k  равен нулю. Другими
словами, если параметр kd  имеет вид: S2dk ,

то система нелинейных уравнений (37) имеет един-
ственное решение, а именно, координаты точки E.

3. Опустим перпендикуляр из точки E на прямую П.
Расстояние e = |E – J| является искомой (см. рис 4)
погрешностью аппроксимации: n

k
n dd .

Очевидно, точность начальной аппроксимации  яв-
ляется функцией количества K точек разбиения:

)K( .

Пусть точность  удовлетворяет исследователя.

Тогда достаточно  заменить функцию
ijiiiji3 S)yy(a)a,u,u(f  на ее линейную аппрок-

симацию n
ji

лин
3 d)yy(af .
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Продолжение примера. Преобразование *  (38) для
данной задачи состоит лишь в замене нелинейных
функций двух последних неравенств системы  (33)
соответствующими линейными функциями.

Функции 2232 /aSyy  соответствует линейная фун-
кция )2/6()yy()2/1(a)2/1( 23 .

Функции 1131 /aSyy  соответствует линейная фун-
кция 10/16)yy()10/1(a)10/3( 31 .

Для построения кусочно-линейной аппроксимации
функций )a,y(F iii4 0a/SWy iii  определим
ординаты ),a(y minii )a(y maxii  крайних точек соответ-
ствующих гипербол по формулам:

,a/SW)a(y miniiminii maxiimaxii a/SW)a(y .

Тогда 4)a(y,0)a(y max11min11 , ,4)a(y min22

6)a(y max22 , 6)a(y,4)a(y max33min33 .

Тогда 4a2y)a,y(F̂ 111141 ,

2ay)a,y(F̂ 222242 , 6a2y3)a,y(F̂ 333342 .

Итак, преобразование * , примененное к системе
(33), приводит к линейной системе неравенств вида:

0.6ayy
0,16a3yy

,0axx
,06a2y3

,02ay
,04a2y

3,1,i,aa
,aa

,0zax
,0y
,0x

232

131

212

33

22

11

minii

maxii

ii

i

i

            (39)

После проведения преобразования *  выпуклая ли-
нейная подобласть 10L

g RD  принадлежит тому же
пространству, что и исходная подобласть gD . Более
того, однократное применение данного преобразова-
ния не увеличивает количества ограничений задачи.

Таким образом, итерационный метод поиска локаль-
ного минимума задачи (18) заключается в выполне-
нии следующих шагов.

Шаг 1. Задание точности аппроксимации 0 .

Шаг 2. Проведение линеаризации *  (38) ограниче-
ний задачи при обеспечении условия 0 , где

)Y,a(max
)Y,a(

 (условие 35).

Шаг 3. Решение задачи (18) как набора задач линей-

ного программирования вида 
*L

g
D

Zminarg .

10. Выводы и направления дальнейших
исследований
Впервые предложен метод кусочно-линейной аппрок-
симации области допустимых решений задачи, позво-
ляющий с наперед заданной точностью представить
задачу (18) с нелинейными ограничениями как задачу
линейного программирования. Предложена модифи-
кация итерационного метода поиска локального ми-
нимума задачи (16-17), учитывающая сформулиро-
ванные свойства 1-8 области допустимых решений
задачи.
Задача размещения прямоугольных объектов в задан-
ной области вида (1)-(17) сводится к решению конеч-
ного набора задач выпуклого программирования. Каж-
дая такая подзадача может быть решена приближенно
как задача линейного программирования. Описаны
два подхода проведения такой линеаризации. Второй
подход – метод глобальной линеаризации – допускает
явное вычисление точности аппроксимации и получе-
ние аппроксимационного линейного множества с за-
данной точностью. В дальнейшем предусматривается
проведение численных экспериментов.
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