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КРИВЫЕ ЛИССАЖУ В ТЕОРИИ МАТЕМАТИЧЕСКОГО БИЛЬЯРДА 

 

ГРИЦЫНА Н.И. 

кандидат технических наук, доцент, 

 

ГРИЦЫНА И.Н. 

кандидат технических наук, доцент, 

Харьковский национальный автомобильно-дорожный университет, 

Национальный университет гражданской защиты Украины 

г. Харьков, Украина 

 

Разработан алгоритм и составлена программа моделирования 

движения математического бильярда  для семейства кривых Лиссажу. 

Ключевые слова: математический бильярд, семейство кривых Лиссажу. 

Постановка проблемы. Эффективные способы исследования 

классической механики опираются на использовании отражающих систем по 

типу математических бильярдов. Исследование поведения бильярдных 

траекторий может быть осуществлено элементарными геометрическими 

методами. А результаты, которые можно получить, позволяют сделать далеко 

не элементарные выводы. Отражательные системы бильярдного типа, 

базируясь на свойствах зеркального отражения от гладких поверхностей, 

моделируют сложные физические процессы в оптике, акустике, механике. 

Например, известны бильярдные системы, граница которых возмущается  или 

бильярд, который рассеивает, моделируя так называемый газ Лоренса [1]. 

Объектом исследования в математических бильярдах выступает 

траектория, а точнее след бильярдной частицы, которая движется. Цель 

исследования лежит в описании различных траекторий в разнообразных 

областях. Кроме того, возникают вопросы о периодичности траекторий, о их 

количестве, об образовании карстовых областей. Компьютерное 
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моделирование позволяет исследовать различные сложные явления и получать 

ответы на поставленные вопросы.  

Анализ последних исследований. Основные источники информации по 

теории математического бильярда – это публикации в журнале «Квант» [2 - 4], 

а также разрозненная информация из Интернета. Проведенные исследования в 

этой области не позволяют говорить о существовании сквозного 

информационного обеспечения проектирования отражательных систем. 

Основная часть. Исследование отражательной системы базируется на 

использовании фазового пространства.  В этой статье рассмотрим движение 

точки по траектории фигур Лиссажу.  

Фигурами Лиссажу называют такие кривые на плоскости, описываемые 

во времени точкой с координатами )(),( tytx , где    

)cos()(

)cos()(

122

111









aty

tatx
,  

когда t  изменяется  от   до   . 1  и 2   начальные фазы, 0
1
a  , 0

2
a  

 амплитуды фигуры Лиссажу; 0
1
 , 0

2
   частоты фигуры Лиссажу;  

Свойство 1. Фигура Лиссажу лежит в прямоугольнике с размерами 1
2a  на 

2
2a  и центром в начале координат. При таких t  , что а) 1)cos(

11
 t   

фигура Лиссажу касается вертикальных сторон прямоугольника Q , б) 

1)cos(
22

 t   фигура Лиссажу касается горизонтальных сторон Q . 

Свойство 2. Координаты )(tx  і )(ty  изменяются периодически с периодом 

1

1

2




T

 и 

2

2

2




T  соответственно. 

Свойство 3. Движение точки с координатами ))(),(( tytx  будет 

периодическим тогда, когда рациональными будут числа 
1

2




   . 
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Для рассмотрения фигуры Лиссажу на плоскости Oxy , заданную 

уравнениями )cos()( uux  , ))(cos()(   uauy ; и обозначенную 

через ),( L , выполним ряд последовательных действий. 

Получим сначала на вспомогательной плоскости Ouy  график функции 

uay cos  (рис. 1), который обозначим 
Г . Чтобы получить график  ,

Г  

функції )(cos auay    (рис. 2) , достаточно перенести график 
Г  на   

вдоль оси Ou .  

  

Рисунок 1 – График функции 
Г  Рисунок 2 – График функции  ,

Г  

Фазовое пространство отражательной системы представляет собой 

цилиндрическую поверхность. Рассмотрим бесконечный прямой цилиндр 

радиуса 1, на котором выделена одна образующая – ось Oy , и одна 

направляющая – окружность S  (рис. 3).  

 

Рисунок 3 – Отражательная система для моделирования 
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Намотаем всю плоскость Ouy , на которой отмечена кривая  ,
Г , на цилиндр.  

Кривая превращается в пространственную кривую, которая лежит в цилиндре, 

ее обозначим как ),( L . Она буде иметь точки самопересечения. Намотаем 

на цилиндр плоскость Oxy  с изображенной на ней кривой ),( Г  так, 

чтобы своей осьюOy  она касалась цилиндра по образующей. 

Утверждение. Фигура Лиссажу ),( L  на плоскости Oxy  является 

проекцией кривой ),( Г . Чтобы получить  семейство фигур Лиссажу 

),( L  с фиксированным   и разными  , достаточно построить всего лишь 

одну кривую – цилиндрическую косинусоиду )(Г , а затем спроецировать ее 

на соответствующую плоскость , повернув перед этим на угол   вокруг оси 

цилиндра.  

Была составлена программа визуализации для среды процессора MAPLE. 

Результаты программы приведены для отдельных случаев. 

При наматывании косинусоиды uay cos  на единичный цилиндр 

один период косинусоиды намотается на цилиндр ровно один раз, и )1(Г  

будет замкнутой кривой с одним минимумом и одним максимумом (рис. 4). 

Эта кривая – пересечение цилиндра плоскостью – эллипс. Поскольку 

перпендикулярная проекция эллипса является либо окружностью, либо 

эллипсом, фигуры Лиссажу с 1  – суть эллипсы, вписанные в 

прямоугольник. 

   

Рисунок 4 – Результаты программы для случая 1  
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Два периода косинусоиды uay 2cos  дадут при намотке на 

единичный цилиндр только один шар на цилиндре, и кривая )2(Г  уже не 

плоская, имеет два минимума и два максимума (рис. 5). Ее представление дает 

семейство фигур Лиссажу с 2  . 

 
 

 

Рисунок 5 – Результаты программы для случая 2  

Кривая )2/3(Г  на цилиндре замкнется, когда мы намотаем на него два 

слоя – три периода косинусоиды uay 2/3cos  (рис. 6). Эта кривая будет 

иметь самопересечение уже на боковой поверхности цилиндра . 

   

Рисунок 5 – Результаты программы для случая 2/3  

Выводы. Компьютерная визуализация позволяет проанализировать 

траектории движения бильярдной точки при различных значениях частоты. 

Результаты программы подтверждают выводы о том, что непериодическая 

фигура Лиссажу всюду плотно заполняет прямоугольник  ayx  ,1 . 

При иррациональном   кривая ),( Г  всюду плотно заполняет цилиндр. В 

рассмотренных фигурах Лиссажу с 1  и 2  прослеживается подобие с 

семействами периодических траекторий бильярда в прямоугольнике, только в 
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траектории бильярда вместо касания со сторонами прямоугольника – точки 

излома.  
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Сучасний стан проблеми. «Міжнародне бюро праці» оприлюднило дані 

дослідження рівня безробіття у світі. Коли криза вражає ринок праці, особливо 

страждають окремі категорії населення, зокрема, молодь і жінки. Зневірені та 

розчаровані ситуацією молоді люди залишаються поза межами ринку праці. 

Експерти називають цю ситуацію «бомбою сповільненої дії», бо саме ця 

молодь має забезпечувати фінансування пенсій та надати додаткові можливості 

своїм країнам подолати руйнівні наслідки світової економічної кризи. Більш 

того, втрачені надії на можливість побудови нормального майбуття для себе 


